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VORWORT 

In der vorliegenden Arbeit werden Grundlegungen der Mathematik vom Stand­
punkt der Transzendentalphilosophie aus untersucht. Wer einen solchen Versuch 
unternimmt, gerät in ein eigentümliches Spannungsverhältnis: Auf der einen 
Seite muß er sich auf das Studium der Mathematik, der elementaren Logik und 
höherer Logiksysteme einlassen . Wenn er sich dabei die für seine Thematik rele­
vanten Ergebnisse und Denkweisen dieser Disziplinen zu eigen macht, wird er 
wohl an der Sinnhaftigkeit gewisser Fragen zweifeln, die sich die Philosophie der 

. Mathematik seit Jahrhunderten stellte und nicht befriedigend beantworten konn­
te . So erscheint ihm z .B .  im Lichte axiomatischer Mengenlehren die Frage nach 
dem Wesen der Zahl inadäquat gestellt, tritt doch hier der Zahlbegriff nur in Ver­
bindung mit einer vorgegebenen Theorie auf. 

Auf der anderen Seite können diese Theorien aber nicht die Ausgangsbasis sei­
ner Überlegungen bleiben, vielmehr fordert die Transzendentalphilosophie, auf 
deren Bedingungen sowohl in theoretischer als auch in doxischer Hinsicht zu re­
flektieren. Es gilt, die geis tigen Aufbauelemen te jener Konzeptionen, insbesondere 
der betreffenden Grundobjekte, Eigenschaften und Relationen aufzuspüren, den 
ihnen zugrundeliegenden Wissenschaftsbegriff herauszuarbeiten und an sie die 
Rechtfertigungsfrage zu stellen .  Es gilt ferner zu prüfen, ob in solchen Systement­
würfen Probleme der traditionellen Philosophie der Mathematik aufgegriffen, ob 
sie eingeschränkt, verschoben bzw . ausgeklammert werden, und ob hinter ihnen 
eine Modifikation des philosophischen Anspruches steht. So ist - um bei dem an­
geführten Beispiel zu bleiben - im Hinblick auf eine Definition der Zahl innerhalb 
einer axiomatischen Mengenlehre zu klären, was sie für die Gewinnung eines phi­
losophisch befriedigenden Zahlbegriffes leistet, wie es um die philosophische Be­
stimmung der Menge steht und ob nicht - entgegen dem äußeren Eindruck - ein 
Wissen um die Zahl bereits Voraussetzung für die Erstellung des Begriffes der 
Menge ist . 

Im folgenden entfalten wir die soeben angedeutete Problematik an den Grund­
legungsversuchen der Mathematik von Frege und Hilbert . Sie stehen am Beginn 
der Ara systematischer Grundlagenforschung der Mathematik . In den Konzeptio­
nen von Frege und Hilbert treffen traditionelle und moderne Ansichten aufeinan­
der, weshalb sie für eine Untersuchung der genannten Art besonders aufschluß­
reich zu sein versprechen . 

Im Jahre 1980 nahm die Philosophische Fakultät der Ludwig-Maximilians-Uni­
versität München die vorliegende Arbeit unter dem Titel: "Die Objektivierung als 
ein Problem für die Grundlegungsversuche der Mathematik von Frege und Hil­
bert" als Dissertation an . Mein Dank für ihre Anregung und Betreuung gilt mei­
nem verehrten philosophischen Lehrer, Herrn Prof. Dr. Dr. Reinhard Lauth . In 
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seinen, in ihrer Tiefe und Klarheit mir unvergeßlichen Lehrveranstaltungen ver­
mittelte er mir die Transzendentalphilosophie . Mit großem Interesse verfolgte er 
dann die Entstehung dieser Arbeit und wirkte in zahlreichen Geprächen klärend 
und wegweisend . Danken möchte ich auch Herrn Dr . Pranz Bader für viele frucht­
bare Diskussionen; sie gaben mir u . a .  wesentliche Impulse für die Darstellung der 
realistischen und idealistischen Betrachtungsweise im zweiten Kapitel .  Mein Dank 
gilt nicht zuletzt Herrn Prof. Dr. Ulrich Blau für seinen wertvollen Rat zu Proble­
men, welche die formale Logik und Analytische Philosophie betreffen, sowie mei­
nem Freund, Herrn Peter Hoehne, für manche Verbesserung beim Lesen des Ma­
nuskriptes . 

Wiesbaden, im März 19 83 Wolfgang Schüler 



EINLEITUNG 

Die Jahrzehnte um die letzte Jahrhundertwende sind für die Philosophie der Ma­
thematik durch die Bestrebungen gekennzeichnet, die Grundlagen des mathema­
tischen Wissens zu klären. Drei Richtungen bildeten sich heraus, die man nach der 
inzwischen schon klassisch gewordenen Einteilung als Logizismus, Intuitionis­
mus und Formalismus bezeichnet. Ihre Begründer - Frege, Brauwer und Hilbert ­
traten mit dem Anspruch auf, die verbindliche Grundlegung der Mathematik zu 
liefern .  Eine systematische Analyse der ihren Konzeptionen zugrunde liegenden 
philosophischen Prämissen und deren Gültigkeit lag noch nicht vor, als sich die 
Undurchführbarkeit des logizistischen und später auch des formalistischen Pro­
gramms herausstellte . 

Nach dem Scheitern dieser beiden dominierenden Richtungen in der Grundla­
genforschung breiteten sich Zweifel daran aus, ob es überhaupt sinnvoll sei, eine 
verbindliche und philosophisch homogene Grundlegung der Mathematik zu for­
dern . Weithin gab man diesen Absolutheitsanspruch auf, versuchte die genannten 
Positionen zu kombinieren und deckte im Zuge dieser Bestrebungen zahlreiche 
Querverbindungen zwischen ihnen auf. Man fragte etwa danach, ob gewisse Er­
gebnisse eines voraussetzungsreicheren Systems sich auch mit schwächeren - z. B .  
aus intuitionistischer Sicht zulässigen - Voraussetzungen gewinnen ließen .  

Die Klärung der in  die betreffenden Konzeptionen eingehenden philosophi­
schen Annahmen und deren Haltbarkeit verlor mit der Preisgabe des genannten 
Ausschließlichkeitsanspruches an Anziehungskraft, wurden sie doch dadurch 
selbst relativiert . Aber gerade die Lösung dieser Aufgabe erscheint geboten, denn 
ein aus der Kombination verschiedener Prinzipien hervorgehender Entwurf kann 
in philosophischer Hinsicht nur dann richtig beurteilt werden, wenn man die ihn 
bestimmenden Prinzipien kennt und sie daraufhin geprüft hat, ob sie haltbar und 
miteinander vereinbar sind . 

In der vorliegenden Arbeit reflektieren wir die Grundlegungsversuche der Ma­
thematik von Frege und Hilbert vom Standpunkt der Transzendentalphilosophie 
aus . Die Wahl des Untersuchungsgesichtspunktes treffen wir im Hinblick auf die 
zentrale Einsicht der Transzendentalphilosophie, daß bei jeglicher Gegenstands­
erkenntnis das Wissen selbst, als das sie vermittelnde Prinzip, zu berücksichtigen 
ist. Deshalb fordert sie, nicht einfach nach dem Gegenstand zu fragen, den es zu 
erkennen gilt, sondern nach dem Zusammenhang zwischen ihm und der Weise 
seiner Erkenntnis . Diese Fragestellung führt sie auf die apriorischen Bedingungen 
seiner Konstitution. 

Demgegenüber schenken Frege und Hilbert den Konstitutionsbedingungen ih­
rer Gegenstände wenig Beachtung: Sie richten den Blick auf den Wissensinhalt 
unter weitgehender Abstraktion von dem ihn vollziehenden Wissensakt. Diese 
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Verfahrensweise bezeichnen wir als Objektivierung und sind daran interessiert 
ihre Konsequenzen bei Frege und Hilbert aufzudecken. 

Zur S truktur der Arbeit 

In Kapitel I studieren wir die genannten Grundlegungsversuche der Mathematik 
auf Objektivierungen hin und machen bereits einige konstitutive Leistungen des 
denkenden Subjektes geltend, um die Bedenklichkeit dieses Vorgehens anzudeu­
ten . Dabei versuchen wir zu zeigen, daß zentrale Begriffe und Unterscheidungen 
in den Entwürfen von Frege und Hilbert Mängel aufweisen, die damit zusammen­
hängen, daß sie wesentliche subjektive Erkenntnisbedingungen gar nicht, bzw. 
nicht zureichend berücksichtigen. Als Beispiele, an denen wir die Objektivie­
rungsproblematik erörtern, seien genannt: 
1 )  Bei Frege : Der " Gedanke", seine Unterscheidung zwischen Begriff und Gegen­

stand, die Konzeptionen von Begriffsumfang, Zahl und Zuordnung, sowie die 
Korrekturüberlegungen für sein System, die er - im Nachwort zu seinem Werk 
" Grundgesetze der Arithmetik, begriffsschriftlich abgeleitet" - anstellt . 

2) Bei Hilbert: Der logische Ort der Objekte seiner elementaren Zahlentheorie, der 
Begriff des finiten Standpunktes, der Status seiner idealen Elemente, die axio­
matische Methode und die ihr zugrunde liegenden philosophischen Prämissen, 
die er im Briefwechsel mit Frege angibt .  
Darüber hinaus stellen wir - unter dem genannten Gesichtspunkt - Schwierig­

keiten dar, in die Frege und Hilbert gerieten, und Z weife!, mit denen sie sich aus­
einandersetzten.  Besonders ist uns an der Klärung der Frage gelegen, ob sich diese 
Schwierigkeiten und Zweifel im Rahmen ihres Denkens überhaupt beheben las­
sen; doch können wir darauf eine Antwort vorläufig nur in hypothetischer Form 
geben. 

In Kapitel II behandeln wir das Problem der Objektivierung vom Standpunkt 
der Transzendentalphilosophie aus allgemein und weitgehend unabhängig von 
den vorangegangenen Ausführungen.  

Zunächst erläutern wir, was die Transzendentalphilosophie unter der Einbezie­
hung der Erkenntnisart bei der Gegenstandserkenntnis versteht und warum sie 
diese fordert . Dadurch schaffen wir die Voraussetzungen für eine präzisere Fas­
sung des Begriffes der Objektivierung und zur Kritik an einer solchen Denkweise. 
Anschließend unterscheiden wir zwei Arten derselben, ihre realistische und ihre 
idealistische Version, stellen sie einander gegenüber und erheben von der jeweili­
gen Gegenposition aus Zweifel gegen die andere, welche diese nicht entkräften 
kann; so führen sich die beiden Positionen wechselseitig in Aporien. Eine verglei­
chende Betrachtung erweist die Transzendentalphilosophie als ihre Synthese . 

Um die Möglichkeit zu eröffnen, gewisse Probleme der praktischen Philosophie 
anzugehen, die für unsere Untersuchungen der Konzeptionen von Frege und Hil­
bert von Bedeutung sind, erweitern wir dann unseren bisherigen philosophischen 
Standpunkt und nehmen zur Frage der Rechtfertigung Stellung. 



Einleitung XV 

In Kapitel III kommen wir auf die im ersten nur teilweise beantwortete Frage zu­
rück nach dem Zusammenhang zwischen objektivierendem Denken und den Pro­
blemen, mit denen sich Frege und Hilbert konfrontiert sahen.  Bei ihrer Behand­
lung stützen wir uns auf die Ergebnisse des Kapitels II. Dort zeigten wir, daß Rea­
lismus und Idealismus die beiden Arten der Objektivierung verwirklichen und 
zwangsläufig in bestimmte Aporien geraten, die auch nicht dadurch behoben 
werden können, daß man eine "Pendeltheorie" zwischen beiden Standpunkten 
entwickelt. 

In dem Maße, wie es nun gelingt, die in Kapitel I herausgearbeiteten Objektivie­
rungen in den Grundlegungsversuchen der Mathematik durch Frege und Hilbert 
unter die realistische bzw. idealistische Position zu subsumieren, überträgt sich 
auf sie die allgemeine Kritik, die wir zuvor auf der philosophischen Ebene geübt 
haben. 

Wir ergänzen sie dadurch, daß wir auf weitere spezifische Leistungen des den­
kenden Subjektes aufmerksam machen, die sie in ihren Entwürfen stillschwei­
gend beanspruchen . Es stellt sich heraus, daß diese teilweise in Annahmen beste­
hen, die in den Zuständigkeitsbereich der praktischen Philosophie fallen, was uns 
Anlaß gibt, die genannte Differenzierung des objektivierenden Denkens auch für 
diesen Bereich vorzunehmen und die Überzeugungen Freges und Hilberts daran 
zu spiegeln . In den Vordergrund stellen wir dabei die Kennzeichnung ihrer Wis­
senschaftsbegriffe und versuchen, ihre Konzeptionen von diesen her zu verste­
hen .  Vor dem Hintergrund ihrer verschiedenen Ansichten von der Aufgabe der 
Wissenschaft kritisieren wir abschließend das Urteil, das H. Scholz - stellvertre­
tend für viele - über die Kontroverse zwischen Frege und Hilbert gefällt hat . 





KAPITEL I 

DIE OBJEKTIVIERUNGSPROBLEMATIK 
BEI FREGE UND HILBERT 

§ 1. Die Idee einer Gedankenrechnung bei Leibniz 

Mit Bezug auf sein Studium der Schriften von Lullus und Hobbes schreibt Leibniz: 
"Als ich diesem Studium eifrig mich ergab, verfiel ich unausweichlich auf diese 
bewunderungswürdige Idee, daß nämlich ein Alphabet der menschlichen Gedan­
ken ausgedacht werden könnte und durch die Kombination der Buchstaben dieses 
Alphabetes und durch die Analyse der aus ihnen entstandenen Worte alles aufge­
funden [inveniri] und entschieden [dijudicari] werden könnte . " 1 

Näher bestimmt Leibniz den Zweck einer solchen universellen Buchstaben­
rechnung, wenn er sagt, daß sie eine " Charakteristik der Vernunft" darstellen sol­
le , "kraft derer die Wahrheiten der Vernunft gewissermaßen durch einen Kalkül, 
wie in der Arithmetik und in der Algebra, so in jedem anderen Bereich, soweit er 
der Schlußfolgerung unterworfen ist, erreichbar würden . " 2 

Die Mathematik gilt ihm dabei nur in methodischer Hinsicht als Vorbild für die 
zu entwickelnde universelle Charakteristik der Vernunft, insofern sie sich nämlich 
einer Symbolik bedient, mit der sie nach festgesetzten Regeln operiert. 

Der angestrebte Kalkül kann nach Leibniz seine Aufgabe nur erfiillen, wenn ne­
ben der Abbildung der Gedanken auf die Figuren - welche er Charaktere nennt ­
im Bereich der letzteren Relationen eingeführt werden, die den Relationen, in de­
nen die Gedanken zueinander stehen, genau entsprechen.  In diesem Sinne sagt 
er: "Die Kunst der Charakteristik ist die Kunst, Charaktere so zu bilden und an­
zuordnen, daß sie Gedanken wiedergeben, d .h .  daß sie unter sich dieselbe Bezie­
hung haben wie die Gedanken unter sich . " 3 

H .  Scholz hat die Leibnizschen Forderungen an eine solche Characteristica uni­
versalis in der heutigen Terminologie folgendermaßen präzisiert: 
" 1 .  Zwischen den Zeichen des Systems (sofern sie nicht Zeichen für Leerstellen 
sind) und dem Gedachten (im weitesten Sinne des Wortes) muß eine umkehrbar 
eindeutige Beziehung existieren.  Das heißt: Es muß zu jedem Gedachten ein und 
n u r  ein Zeichen - das ,Bild' des Gedachten - existieren, und umgekehrt zu jedem 
Zeichen ein und n u r  ein Gedachtes: wir wollen es die , Bedeutung' des Zeichens 
nennen . 
2 .  Die Zeichen müssen so erdacht sein, daß überall da, wo ein Gedachtes vorliegt, 
das in Bestandteile zerlegt werden kann, die , Bilder' dieser Bestandteile selbst 
wieder Bestandteile der Abbildung des Gedachten durch die verfiigbaren Zeichen 
sind . 
3 .  Zu  diesen Zeichen muß ein System von Operationsregeln so erfunden werden, 
daß überall da, wo ein Gedachtes G1 zu einem Gedachten G2 in der Grund-Pol-
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ge-Beziehung steht, das , Bild' von G2 als eine Folge des ,Bildes' von G 1 interpre­
tiert werden kann. " 4  

Die Entwicklung des Zeichensystems und seiner Operationsregeln soll also im 
Hinblick auf die Inhalte, die sie darstellen, erfolgen, und insofern liegt zwischen 
Inhalts- und Repräsentationsbereich eine ursprüngliche Verbindung vor. Nach 
Aufstellung dieses Systems soll dann allerdings von dieser Beziehung abstrahiert 
werden. Die Deduktionen im System sind ohne eine inhaltliche Bezugnahme im 
Sinne der Interpretation durchzuführen; nur dann bietet nach Leibniz der Kalkül 
die Vorteile, welche man von ihm erwarten kann. Worin bestehen für ihn diese Vor­
teile? Wir heben die wichtigsten hervor: 
1 }  In der Entlastung des Denkens infolge der Abstraktion von dem Geflecht der 

Beziehungen, was einen enormen Aufschwung der Wissenschaften ermögli­
chen könnte . 

2) In der Beseitigung von Denkfehlern, die aus der Unübersichtlichkeit komplexer 
Sachverhalte resultieren.  Der Kalkül soll uns "einen f i l i um A r i a d n e s  ver­
schaffen, d .h .  ein gewisses sinnlich wahrnehmbares und rohes Mittel, das den 
Geist führt, wie es die in der Geometrie gezogenen Linien sind und die Formen 
der Operationen, die man denjenigen vorschreibt, die die Arithmetik erlernen 
sollen. Ohne dies könnte unser Geist keinen Weg zurücklegen, ohne irrezuge­
hen . " 5 

3) In der Vermeidung von Fehlern, die beim inhaltlichen Schließen unterlaufen 
können.  

4) In der  Ausschaltung von Fehlerquellen, welche ihren Grund in der Mehrdeu­
tigkeit der Umgangssprache haben. Die Zeichensprache soll im Gegensatz dazu 
eine "lingua characteristica" sein . 

5} In der Kontrollierbarkeit des Denkens, indem im Kalkül nur solche Herleitun­
gen Anerkennung finden, bei denen jeder Schritt explizit auf die Anwendung 
einer oder mehrerer der zugelassenen Operationsregeln zurückgeführt ist. 
Von dem zuletzt genannten Vorteil einer kalkülmäßigen Behandlung wissen-

schaftlicher Probleme erhoffte sich Leibniz auch die Beseitigung aller Meinungs­
verschiedenheiten zwischen Philosophen: "Danach wird, wenn eine Meinungs­
verschiedenheit entsteht, eine Auseinandersetzung zwischen zwei Philosophen 
nicht mehr notwendig sein, [so wenig] wie zwischen zwei Rechnenden. Es wird 
vielmehr genügen, die Feder zur Hand zu nehmen und sich an die Rechentische 
[ ad abacos] zu setzen und (wenn es so beliebt, unter Herbeirufung eines Freundes) 
zueinander zu sagen: R e c h n e n  w i r  . " 6 

Durch den Verzicht auf eine inhaltliche Bezugnahme der genannten Art beim 
Arbeiten innerhalb des Systems wird dieses von Leibniz aber nicht zum Selbst­
zweck erhoben, sondern behält seinen Charakter, das geeignete Mittel zur Er­
kenntnis von Vernunftwahrheiten zu sein . 

Wir setzen nun mit der Erörterung der Objektivierungsproblematik am Begriff 
des Gedankens bei Leibniz an und wollen zeigen, daß er diesen in einer Weise ein­
schränkt, die für unser Thema von grundlegender Bedeutung ist. 

Seiner Konzeption gemäß, soll j edem Gedanken genau ein " Charakter" zuge-
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wiesen werden. An einem Gedanken läßt sich aber ein Denkendes von dem, was 
es denkt, dem Gedachten, unterscheiden, wobei mit dem Denkenden hier nicht 
das konkret-individuelle Subjekt gemeint ist, sondern die Vollzugsinstanz deren 
ein Inhalt bedarf, um überhaupt vorhanden zu sein . 

Werden im Leibnizprogramm diese beiden Elemente des Gedankens bei der 
Abbildung auf die Zeichen berücksichtigt? Offenbar ist das nicht der Fall; wir füh­
ren zwei Argumente dafür an, daß Leibniz von vornherein nur den Gedankenin­
halt bei seiner Abbildungsidee im Auge hat: 
- Es ist gar nicht von einem gemeinsamen Element aller Gedanken die Rede; ein 

solches stellt aber ihre Vollzugsinstanz dar. 
- Jeder Differenzierung im__ Urbildbereich muß - wenn es sich um eine " Charakte­

ristik der Vernunft" handeln soll - eine analoge Unterscheidung im Bildbereich 
entsprechen. Nun unterscheiden wir am Gedanken, wie auch an seinen Be­
standteilen, ein Denkendes von einem Gedachten, und diese beiden Elemente 
bestehen unabhängig von der Besonderheit des Gedankeninhaltes .  Sie werden 
aber nicht beide abgebildet, denn nur genau ein Bild soll zu einem Gedanken 
bzw. einem seiner Bestandteile existieren. Da nach dem Gesagten jedenfalls die 
Abbildung des Gedachten intendiert ist, läßt sich auf diese Weise die Abstrak­
tion vom Denkenden erschließen .  
Damit wird von Leibniz der Gedanke 11ur a ls  ein Gegenstand des Denkens abge­

setzt; er erscheint objektiviert. Auf die Begriffsbestimmung von Objektivierung 
gehen wir im zweiten Kapitel (§ 5} näher ein . Vorwegnehmend sei sie hier als ein 
Vorgehen gekennzeichnet, das den bloßen Wissensinhalt fixiert, unter Abstrak­
tion von dem ihn vollziehenden Subjekt . 

Wir hoffen, in diesem ersten Kapitel einsichtig machen zu können, daß diese 
Abstraktion auch die Grundlegungsversuche der Mathematik von Frege und Hil­
bert durchzieht, wie sie zu einem schrittweisen Zerfallen des Objektbereiches in 
nebeneinanderstehende Elemente führt und welche Konsequenzen dieses Zerfal­
len hat. 

Umgekehrt zeigt eine derartige Verselbständigung der Gedankenelemente das 
Absehen vom Wissensakt an, da sie in ihm ja ihren Einheitsort haben und aufein­
ander bezogen sind, was wir im zweiten Kapitel herausarbeiten wollen.  

In der Verselbständigung gedanklicher Elemente sehen wir ·somit das K_ennzei­
chen objektivierenden Denkens, und anhand desselben werden wir die genann­
ten Grundlegungsversuche der Mathematik auf Objei5tivierungen und deren Fol­
gen unter�uchen.  

§ 2. Frege und das Leibnizprogramm 

Frege gilt weithin als  der bedeutendste Logiker seit Aristoteles und zuglekh als 
derjenige, dem die Umsetzung wesentlicher Teile des Leibnizprogrammes in die 
Tat gelang. Er schränkt es allerdings von vornherein auf Logik und Mathematik 
ein . 


