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Vorwort

Es ist an der Berliner Hochschule fiir Technik und Wirtschaft seit nunmehr be-
reits flinfzehn Jahren eine ehrwiirdige und erwartungsgeladene Tradition gewor-
den, jeweils zum Ausklang eines Kalenderjahres sowohl Studierende (die zumin-
dest dem lateinischen Wortursprung nach Wissbegierige sind) als auch interes-
sierte Personlichkeiten aus Wissenschaft, Wirtschaft und Verwaltung in das Au-
ditorium Maximum zur sogenannten Weihnachtsvorlesung einzuladen (und stets
auch zahlreich begriiien zu dirfen). Institution und Intention einer sogenannten
Weihnachtsvorlesung bestehen vor allem darin, ,,einmal iiber den Tellerrand der
klassischen und fachbezogenen akademischen Lehre hinaus zu schauen® und
Themen anschaulich aufzugteifen, die entweder von aktueller und/oder gesell-
schaftlicher Relevanz sind oder einem allgemeinbildenden Ansatz folgen.

Ein bildungsorientierter Ansatz war auch das Leitmotiv fir die Weihnachtsvorle-
sung 2015, die zugleich meine Abschiedsvorlesung an meiner Alwa Mater Beroli-
nensis war, an der ich dreiundzwanzig Jahre lehren und forschen durfte. Der mit
dem Titel des vorliegenden Essays identische und gewiss nicht alltigliche Vorle-
sungstitel bediente sich der mehrdeutig interpretierbaren Metapher von einem
,»Wiirfel, der endgiltig gefallen ist™. Den theoretischen Hintergrund bildete ein
Spielwiirfel, auf dessen sechs Seiten keine Augenzahlen, sondern die neutrale Zahl
Null, die nattrliche Zahl Eins, die irrationale Zahl Phi, die irrationalen und trans-
zendenten Zahlen e und Pi sowie die imagindre Finheit i vermerkt sind. Allein
anhand der sechs auf diesen ungewdhnlichen Spielwiirfel vermerkten Zahlen
wurde eine Vielzahl von numerischen Erscheinungsbildern angeboten, die allge-
mein Bekanntes, Lehrreiches, Wissenswertes, Bemerkenswertes, Erstaunliches,
Faszinierendes, Skurriles und mitunter auch Mystisches augenscheinlich werden
lassen. Das einhellige Votum des wissensdurstigen und hochgradig neugierigen
Auditoriums kulminierte in der instdndigen Bitte, diese Fille an Informationen in
einer essayistischen und ,,schwarz auf weil3 gedruckten Form bereitzustellen, um
ein nochmaliges Nachschlagen und Nachlesen zu erméglichen. Dies ist hiermit
geschehen.

Im Kontext der essayistischen Abhandlungen stehen im ersten Kapitel Betrach-
tungen eines gewohnlichen Spielwiirfels im Vordergrund. Das zweite Kapitel wid-
met sich der Darstellung und Erlduterung der auf dem ungewdhnlichen und ma-
gisch wirkenden Hexaeder vermerkten sechs Zahlensymbole. Darin eingeschlos-
sen sind neben einer elementaren Darstellung mathematischer und statistischer
Sachverhalte vor allem historische Notizen und Wortursprungserklirungen. Das
dritte Kapitel, das mit dem Titel ,, Konzertante Auftritte eines Zahlensextetts®
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tberschrieben ist, bildet das Kernstiick der essayistischen Abhandlungen. Dabei
werden die sechs Zahlen in ihrem konzertanten Zusammenwirken auf unter-
schiedlichen Ebenen und praktischen Sachverhalten niher beleuchtet. Der inter-
essierte Leser muss bei diesen Abhandlungen nicht befiirchten, einen ,,schwer-
verdaulichen Zahlensalat kauen und schlucken® zu miissen. Im Gegenteil: Er wird
mitunter erstaunt sein, wie vielfiltig und faszinierend das Zusammenspiel dieser
sechs Zahlen allein in alltdglichen Phinomen und praktischen Anwendungen ist.
Die paradigmatischen Betrachtungen umspannen cin weites Wissensfeld, das von
mathematischen tber statistische, historische, literarische, musikalische, kunstge-
schichtliche und sprachwissenschaftliche bis hin zu etymologischen Notizen
reicht. Es steht dabei auB3erhalb jeglichen Zweifels, dass die vermerkten ,,konzer-
tanten Auftritte des Zahlensextetts” wiederum nur einen Auszug aus einem schier
unerschopflichen Fundus darstellen.

In diesem Zusammenhang gilt mein besonderer Dank meiner geliebten Gattin,
die nicht nur die einzelnen zahlenbezogenen Betrachtungen stets , kritisch bedu-
gen®, sondern auch meine ,,geistige Abwesenheit® im Zuge der Ausfertigungen
ertragen musste. Gleichsam zu einem herzlichen Dank verpflichtet bin ich Herrn
Dr. Jurgen SCHECHLER fiir die Betreuung des vorliegenden Buches seitens des
UVK Vetlages sowie meinen verchrten Kolleginnen und Kollegen, die mit mir
gemeinsam in jlingster Vergangenheit stets zuverldssig und selbstlos den akade-
mischen Alltag meisterten. Es sind dies die Damen Professor Dr. Monika KuM-
MER, Professor Dr. Irina PENNER, Professor Dr. Brigitte CLEMENS-ZIEGLER,
Diplom-Kauffrau Ramona VOSHAGE, Stud. oec. Michela CICISMONDO sowie die
Herren Dr. habil. Manfred MOCKER, Dr. Gerhard BUROW, Dr. Jilla SIASSI, Dip-
lom-Wirtschaftsinformatiker Frank STEINKE, Professor Dr. Friedrich HARTL,
Professor Dr. Rudolf SWAT, Professor Dr. Tilo WENDLER, Professor Dr. Wil-
helm SCHMEISSER, Professor Dr. Wolfgang SINGER, Professor Dr. Ronald POR-
NER und Professor Dr. Peter SCHWARZER.

Inwieweit allerdings der vorliegende Essay im wahren Sinn des Wortes eine Ab-
handlung in knapper, geistvoller und allgemeinverstindlicher Form darstellt,
bleibt dem kritischen Urteil des interessierten Lesers tiberlassen. Zumindest war
es die Intension des Verfassers.

Fir meine Enkels6hne Max und Johannes
Schonwalde, Oktober 2016
Peter P. ECKSTEIN
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1 Betrachtungen eines gewohnlichen Spielwiirfels

1.1 Interessante geometrische Einblicke

Ein Bild ersetzt mitunter viele wohlgesetzte Worte: In Anlehnung an die Abbil-
dung 1 stelle man sich einmal vor, ein ,,alter Germane* wiirfe einen solchen ecki-
gen Stein.

Abb. 1: Wirfeln

Beachtenswert sind in diesem Kontext zwei Notizen: Zum einen ldsst sich in der
deutschen Sprache das Verbum ,,wiirfeln® als Titigkeitswort aus dem Verbum
,werfen® herleiten, da der Konjunktiv IT von ,,werfen® mit ,,wiirfe* zu vermerken
ist. Zum anderen wird der geworfene und mit eingekerbten Augen gekennzeich-
nete eckige Stein umgangssprachlich mit dem Etikett eines Spielwiirfels versehen
und in der sogenannten Stereometrie der in der Abbildung 2 plakatierten Familie
der funf sogenannten reguliren Polyeder zugeordnet.

| Hexaeder
xﬁl _} Oktaeder |

!ML{{‘ ’ é
P

s | Ikosaeder |
Pentagondodekaeder N —

T

Abb. 2: Die flinf regularen Polyeder
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In der Stereometrie, die gemil3 ihrem griechischen Wortursprung die Lehre von
der Messung und Berechnung von Korpern ist, kennzeichnet man die finf regel-
mifBigen Vielflichner auch als platonische Polyeder, da sie zum einen von regel-
mifBigen und deckungsgleichen vieleckigen Flichen begrenzt werden und zum
anderen an jeder Ecke gleichviele Kanten zusammentreffen.!

| 8 Ecken

12 Kanten

6 kongruente
Quadrate |

Abb. 3: Spielwiirfel

Aufgrund dessen, dass analog zur Abbildung 3 ein gewohnlicher Spielwiirfel
durch sechs kongruente und quadratische Flichen getragen wird, kennzeichnet
man ihn in Anlehnung an das Griechische bex fiir ,,sechs® und herda fir ,,Fliche®
als ein Hexaeder, das als ein Sechsflichner zudem noch acht Ecken, in denen
jeweils drei kongruente Quadrate zusammentreffen, und zwolf Kanten von je-
weils gleicher Linge besitzt.

In diesem Zusammenhang erweist sich ein kurzer Blick auf die Briefmarke inner-
halb der Abbildung 4 als interessant.

LEONHARD EULER 1707- 1783

Abb. 4: Polyederformel

1 Zu den finf regemiBigen Kérpern oder Vielflichnern, die vermutlich in Wiirdigung des
griechischen Philosophen PLATON (* 427 v.Chr., 1 348/347 v.Cht.) auch als platonische
Polyeder bezeichnet werden, gehdren das Tetraeder als ein Vierflichner, das Hexaeder als
cin Sechsflichner, das Oktaeder als ein Achtflichner, das Pentagondodekaeder als ein
Zwolfflichner sowie das Ikosaeder als ein Zwanzigflichner. Vgl. Kleine Enzyklopiddie Ma-
thematik, VEB Bibliographisches Institut Leipzig 1977, 8.5 Polyeder, Seite 211 ff und
Brockhaus Enzyklopidie in 30 Bianden, 21., v6llig neu bearbeitete Auflage, Leipzig, Mann-
heim 2006, Band 21, Seite 558 ff
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Es war im Jahr 1983, als die Post der DDR im Wert von 20 Pfennigen eine Brief-
marke in Erinnerung an das 200 Jahre zurtckliegende Todesjahr des bedeutenden
Mathematikers Leonhard EULER (1707, $1783) herausgab. Neben der geometri-
schen Figur eines Ikosaeders als ein Zwanzigflichner ist auf der Briefmarke die
leicht zu tbersehende Gleichung

e—k+f=2

vermerkt, die zu Ehren von EULER auch als Eulersche Polyederformel oder als
Eulerscher Polyedersatz bezeichnet wird, gleichwohl vermutlich schon der legen-
dire Mathematiker der griechischen Antike ARCHIMEDES von Syrakus (*ca. 287
v.Chr., T 212 v.Chr.) und mit Gewissheit der franzosische Mathematiker René
DESCARTES (*1596, 11650) den sogenannten Polyedersatz gekannt haben.? Dem-
nach gilt fur platonische oder regulire Polyeder die folgende Regel: Anzahl der
Ecken e minus Anzahl der Kanten k plus Anzahl der Flichen f ist gleich zwei.

Gemil Abbildung 3 gilt fir ein regelmifliges Hexaeder in Gestalt eines gewdhn-
lichen sechsseitigen Spielwiirfels

e—k+f=8-12+6=2.

Die Polyederformel kann man sich auch anhand der restlichen vier regelmifligen
Vielflichner verdeutlichen. Wihrend fur ein Tetraeder als einen Vierflichner

e—k+f=4—-6+4=2
gilt, gelangt man fiir ein Oktaeder als einen Achtflichner wegen
e—k+f=6-12+8=2,
fiir ein Pentagondodekaeder in Gestalt eines Zwolfflichners wegen
e—k+f=20-30+12=2
und fiir ein Ikosaeder im Erscheinungsbild eines Zwanzigflichners wegen
e—k+f=12-30+20=2

stets zu einem gleichen Resultat. In Erinnerung an die eigene Gymnasialzeit hitte
der ,,Mathepauker” die funf auf der Polyederformel beruhenden Berechnungen
noch mit der Abkiirzung q.e.d. geschmiickt, die gemé3 dem Lateinischen guod erat
demonstrandum fir den finalen Kommentar ,,was zu zeigen war® steht.

2 Vgl. Kleine Enzyklopidie Mathematik, VEB Bibliographisches Institut Leipzig 1977, 8.5
Polyeder, Seite 212
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1.2 Die Augenzahlen und ihre exakten Geheimisse

Einen weiteren und nicht minder interessanten Einblick in die exakten Geheim-
nisse eines gewohnlichen Spielwiirfels gewihrt das Ensemble der eingekerbten
Augen, welche als ,,Augenmengen® analog zur Abbildung 5 mit Hilfe der natiirli-
chen Zahlen von eins bis sechs dargestellt und beschrieben werden kénnen.

Abb. 5: Augen(an)zahlen

Beachtenswert ist dabei, dass die innerhalb der Abbildung 5 angebotene Zuord-
nung der ersten sechs natiirlichen Zahlen auf die sechs kongruenten bzw. de-
ckungsgleichen Flichen in Gestalt von sechs Quadraten nur eine von insgesamt
720 moglichen Anordnungen darstellt.

Im Blickwinkel der Kombinatorik, die gemdl3 ihrem lateinischen Wortursprung
die Lehre von der Zusammenstellung von Elementen ist, kann die Anzahl der
méglichen Augenzahlanordnungen als eine Permutation von sechs Elementen
ohne Wiederholung dargestellt werden, wobei im konkreten Fall

1-2-3-4-5-6=6!=720

gilt.? Die verktrzende Notation 0! (les: 6 Fakultai) in Gestalt des Produkts der
natiirlichen Zahlen von eins bis sechs geht auf den franzésischen Mathematiker
Christian KRAMP (*1760, 118206) zuriick.

3 Hine elementare und paradigmatische Einfithrung in die Kombinatorik findet man unter
anderem bei ECKSTEIN, Peter P.: Repetitorium Statistik, Deskriptive Statistik — Stochastik
- Induktive Statistik, 8., aktualisierte und erweiterte Auflage, Springer Gabler Wiesbaden
2014, Seite 176 ff.
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Wiirde man analog zur Abbildung 5 die plakatierte Augenzahlzusammenstellung
in Gestalt eines sogenannten Flichennetzes mit einer Schere ausschneiden und
die erhaltene Vorlage zusammenfalten, erhielte man ein Hexaeder mit einer be-
achtenswerten Anordnung der Augenzahlen, die der Anschaulichkeit halber in
der Abbildung 6 bildhaft dargestellt ist.

n 4
7 7 7

Abb. 6: Augenpaarsummen

Die drei Augenzahlpaate (1; 6) und (2; 5) sowie (3; 4) symbolisieren jeweils zwei
sich auf der gegeniiberliegenden Seite des Spielwiirfels eingekerbte Augenzahlen,
deren Summe jeweils sieben ergibt. Jedes Augenzahlpaar ist dabei ein Zahlenbtin-
del, das aus einer ungeraden und einer geraden natiirlichen Zahl besteht. In der
Mathematik heilen natiirliche Zahlen gerade, wenn sie ohne Rest durch zwei teil-
bar sind. Ansonsten hei3en sie ungerade. Der Volksmund wiirde diesen Tatbe-
stand vermutlich und lakonisch wie folgt verlauten lassen: So wie sich im norma-
len Leben ein Minnlein mit einem Weiblein paart, so paart sich auf einem ge-
wohnlichen Spielwiirfel eine ungerade mit einer geraden Augenzahl.

Dass die Summe aller sechs Augenzahlen eines gewShnlichen Spielwiirfels wegen

7+7+7=3-7=21
ergibt, ist offensichtlich und leicht nachvollziehbar.

Was beim Betrachten der Abbildung 6 vermutlich nicht sofort augenscheinlich
wird, ist ein faszinierendes und allgemeingiltiges Konstruktionsprinzip, das dem
bedeutenden deutschen Mathematiker Carl Friedrich GAUB (*1777, 11855) zuge-
ordnet wird und daher in der Mathematik auch unter dem Begriff ,,Gaul3sche
Summenformel® firmiert.

Der Legende nach soll ausgangs des 18. Jahrhunderts im drmsten Viertel der Stadt
Braunschweig im Herzogtum Hannover ein gern prigelnder Schullehrer namens
BUTTNER seinen Schiilern am liebsten Rechenaufgaben gestellt haben, an denen
sie lange arbeiten mussten und die kaum ohne Fehler zu I6sen waren, so dass es
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zum Schluss einen Anlass gab, den Schlagstock hervorzuholen, da ihm das Zu-
schlagen Spal3 machte. Eine dieser Aufgaben bestand datin, die Zahlen von eins
bis einhundert zusammenzuzihlen. Zu des Lehrers Entsetzen soll nach gerade
einmal drei Minuten der kleine und schiichterne Schiller GAUR mit seiner Schie-
fertafel, auf der nur eine cinzige Zeile geschrieben war, vor dem Lehrerpult ge-
standen haben: ,,50 mal 101 macht 5050

1 2 3 4 5 47 48 49 50
100 99 98 97 96 54 53 52 51
101 101 101 101 101 101 101 101 101

Abb. 7: Flinfzig mal einhunderteins

Einmal unterstellt, dass in Anlehnung an die Abbildungen 6 und 7 der kleine
GAUB auf seiner Schiefertafel lediglich drei Zahlenzeilen vermerkt hitte, indem er
einfach in der ersten Zeile die natrlichen Zahlen von eins bis fiinfzig und in der
zweiten Zeile in umgekehrter Richtung, also von rechts nach links, die nattrlichen
Zahlen von einundfiinfzig bis einhundert notiert hitte, dann wird augenschein-
lich, dass deren spalten- und paarweise Summation stets das in der dritten Zeile
vermerkte Ergebnis von einhunderteins liefert, so dass sich das Endergebnis auf
finfzig (bzw. hundert Halbe) mal hunderteins gleich finftausendfinfzig belduft.

Spitestens an dieser Stelle leuchtet die nachfolgend notierte und allgemein iibliche
Darstellung der Gaullschen Summenformel
n-(n+1)
S=———
2

ein, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl und S die Summe der natiirlichen Zah-
len von 1 bis n symbolisieren.

Im Hinblick auf einen gewohnlichen Spielwiirfel ist wegen n = 6 und
S_6-(6+1)_4—2
- 2 T2

die Summe der sechs Augenzahlen einundzwanzig und wegen n = 100 und

=21

100- (100 +1) 10100
5= 2 -T2

die Summe der ersten hundert natiirlichen Zahlen fiinftausendfiinfzig.

= 5050

4 Vgl. KEHLMANN, Daniel: Die Vermessung der Welt, Roman, Rowohlt Taschenbuch Ver-
lag Hamburg 2005, Kapitel ,,Der Lehrer, Seite 53 ff
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1.3 Ein ungewéhnliches Geschenk

Der interessierte Leser wird bereits an dieser Stelle die Vermutung nicht los, dass
mit den bisher angebotenen elementaren mathematischen Einblicken die Man-
nigfaltigkeit von Spielwiirfelbetrachtungen bei weitem noch nicht erschépft ist.

Bereits eine flichtige Betrachtung der Abbildung 8 bekriftigt die vage und mit
dem StoB3seufzer ,,blof3 nicht* akustisch verstirkte Vermutung.

Abb. 8: Ein ungewohnlicher Spielwiirfel

In Erinnerung an die Abbildung 1 stelle man sich nunmehr vor, cin ,,alter Ger-
mane wirfe (historisch zweifelhaft und nicht plausibel begriindbar, dafiir aber
vermutlich biertrunken) einen solchen eckigen Stein, der ein kleines und doch
so interessantes Geschenk ,,vom T6chterchen fiir's Viterchen® war.

Dieser ungew6hnliche und in einem ersten Augenblick magisch erscheinende
Spielwirfel, der auch mit den Etiketten ,,Mathewiirfel oder ,,Math-Dice* verse-
hen und angeboten wird, soll in Anlehnung an das biblische Gleichnis vom ,,kSst-
lichen Eckstein® nunmehr den markanten und ,,tragenden Grundstein® der wei-
teren essayistischen Abhandlungen bilden.>

Betrachtet man den in der Abbildung 8 plakatierten Sechsflichner mit all seinen
symbolhaft etikettierten Flichen etwas niher, dann erscheint im Hinblick auf das
zweite Kapitel die indizierte Kapiteliiberschrift vom ,,magischen Hexaeder®
durchaus als gerechtfertigt, zumal etwas Magisches seinem griechischen Wortur-
sprung gemdl ein geheimnisvolles und zauberhaftes Etwas kennzeichnet.

5 ,,Darumb spricht der Herr HERR, Sihe, Ich lege in Zion einen Grundstein, einen bewer-
ten Stein, einen kostlichen Eckstein, der wol gegriindet ist, Wer gleubt, der fleugt nicht.,
in: LUTHER, Martin: Bibel ,,Die gantze heilige Schrifft”, Der komplette Originaltext von
1545 in modernem Schriftbild, Band 2, Der Prophet Jesaia, Psalm XXVIII, 16, Seite 1210.
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Im Unterschied zu einem gew6hnlichen Spielwiirfel werden bei diesem unge-
wohnlichen Sechsflichner die sechs quadratischen Flichen nicht mit sechs ver-
schiedenen Augenanzahlen, sondern mit sechs verschiedenen Symbolen ge-
schmiickt:

mit dem Symbol 0 zur Kennzeichnung der neutralen Zahl Null.

mit dem Symbol 1 zur Kennzeichnung der ersten und kleinsten natiitlichen
Z.ahl Eins.

mit dem Symbol ¢ zur Kennzeichnung der irrationalen Zahl des goldenen Ver-
hiltnisses Phi.

mit dem Symbol e zur Kennzeichnung der irrationalen und transzendenten
Eulerschen Zahl e.

mit dem Symbol © zur Kennzeichnung der irrationalen und transzendenten
Kreiszahl Pi.

und schlussendlich mit dem Symbol /7 zur Kennzeichnung der sogenannten
imaginiren Einheit.
Zumindest ist damit vorerst einmal gekldrt, was in einem wahren Sinn des Wortes
die ,,schwarz auf weil3* auf dem sechsseitigen und ungew6hnlich erscheinenden
Spielwirfel vermerkten Symbole im Einzelnen kennzeichnen.

Vor allem im Hinblick auf erhaltene Geschenke hat der Volksmund eine Emp-
fehlung parat, die sich mitunter, aber nicht immer als hilfreich erweist: ,,Einem
geschenkten Gaul guckt man nicht in’s Maul.“ Doch hier ist analog zur Abbil-
dung 8 im Sinne einer explorativen, also einer erforschenden und ergrindenden
Betrachtung genau das Gegenteil geboten: Sich auf der Suche nach tberzeugen-
den und erhellenden Antworten auf die Frage, welche exakten und zugleich fas-
zinierenden Geheimnisse hinter diesen Symbolen verborgen liegen, sogar einer
Lupe zu bedienen.

Dabei stehen neben historischen Notizen und etymologischen® Hinweisen vor
allem elementare mathematische und statistische Erlduterungen sowie anschauli-
che praktische Anwendungen im Vordergrund der essayistischen Abhandlungen.
Dass die angebotenen Abhandlungen nur als punktuelle Betrachtungen eines wei-
ten und schier unbegrenzten Feldes angesehen werden konnen, liegt dabei auf der
Hand und bedarf eigentlich keines weiteren Kommentars.

¢ Die angebotenen Wortursprungserklirungen beruhen auf WAHRIG, Gerhard: Deutsches
Wérterbuch, 6., neu bearbeitete Auflage, Auf der Grundlage der neuen amtlichen Recht-
schreibregeln, Bertelsmann Lexikon Verlag Giitersloh 1997



