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Kreis

M1} pow Tovg KikAoug Tdpoutre.”
LWStire meine Kreise nicht!*

— Archimedes von Syrakus




1 Kreis

1.1 Kreisgleichungen eines Kreises

1.1.1 Kreisgleichung in Vektorschreibweise

R ‘ Xy
k
M
My |-nommmmmmemmn emnmmenncmn e " X-m
§ X
s ;
(0] m, X

Kreis &

Die Menge aller Punkte P der Ebene, die von einem gegebenen Punkt M
denselben Abstand r haben, hei3t Kreis £ mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r.

Bezeichnet man mit X (Ortsvektor ) einen beliebigen Punkt des Kreises &
in einem kartesischen Koordinatensystem, so gilt: MX =X —m . Somit

sind alle Punkte X der Ebene mit Eé ’ = ‘? —m ‘ = r Punkte des Kreises

2
= r2. Nach Definition des Betrages eines

k. Wegen

—_— . —_—
MX‘ =r 1st ’MX

2
Vektors @ gilt : ’ E)| =Vded o ‘ @ | = @2 Daraus folgt die Gleichung
2

2
fir den Kreis k: |MX| = MX =|?—n_1>| =r: o (?—ﬁ?) =r2,




1 Kreis

Kreisgleichung in Vektorschreibweise

In der Ebene R? seien m der Ortsvektor des Mittelpunktes M (,,Mittel-
punktsvektor) und X der Ortsvektor eines beliebigen Punktes X eines
Kreises £ mit dem Radius 7. Dann gilt:

2
(X —m) =rk

1.1.2 Kreisgleichung in Koordinatenschreibweise

Mit der fiir den R? (=Ebene) iiblichen Koordinatenschreibweise erhilt man:
)
e — (T X 2 _ .2
= (1) m= () = () - ()] -
2
N—my (X1 X1—=mMy\ _ 5
= (nmm) = (3=m) - (2= =

Durch Ausrechnen des Skalarprodukts auf der linken Seite der Gleichung er-
2

hilt man: (e — my)* + (oo — )" =12
Koordinatengleichung eines Kreises

In der Ebene R? wird der Kreis k mit dem Mittelpunkt M (m,|m,) und dem

Radius 7 durch die Gleichung

2 2
(.xl—ml) +(X2—m2) =r2

beschrieben.

Beispiel
Gegeben ist ein Kreis & in der Ebene mit dem Mittelpunkt M(4|-1) und
dem Radius 7. Dann lautet seine Koordinatengleichung:
(x; — 4)2 + (x, + 1)2 =49 oder aufgelost
xi — 8x; +x7 +2x, — 32 =0.
Die zugehorige Vektorgleichung lautet:

()~ ()] ==




1 Kreis

1.2 Punktprobe

Ist ein Kreis & (in der Ebene) mit dem Mittelpunkt A und dem Radius r gege-
ben, so nennt man

A(-84):

B(4/6):
C(5/3):

4

MA
MA
MB
MC
MC

e cinen Punkt O inneren Punkt des Kreises
k, k, wenn sein Abstand zum Mittelpunkt M
kleiner als der Radius 7 ist, wenn also

P |M_Q| <rgilt; dh Qek

e cinen Punkt R 4ufleren Punkt des Kreises
k, wenn sein Abstand zum Mittelpunkt M
grofler als der Radius 7 ist, wenn also

|MR| > rgilt; dh.Rek,

=

Beispiel (Punktprobe)
Betrachtet werden soll noch einmal der Kreis k& aus dem Beispiel von Seite 3.
k:(x; —4)* + (x, + 1)* = 49 () mit M(4]-1) und Radius = 7.

Gepriift werden soll die Lage der Punkte A(-8|4), B(4|6), C(5|3) und
D(10]/13 - 1) = (10[2,6) .

= /(=8 =47+ @~ (= 1)} =144+ 25 = /169 = 13
=13 > 7 ; also liegt 4 auBerhalb des Kreises in /.

=/@-92+ 6 (-1 =B =T=r> Bek
=\/(5—4)2+(3—(—1))2=\/1+16= 17 ~ 4,12

= 4,12 < 7 ; also liegt C innerhalb des Kreises in %

D(10]/13 = 1): |m|=\/(10—4)2+(\/1—3—1—(—1))2:\/36+1 =/49 =7
m|

Die Uberpriifung kann auch durch Einsetzen der Punkt-Koordinaten in die
Kreisgleichung ((®)) erfolgen (Punktprobe).

=T7T=r=> D€k



1 Kreis

Aufgaben

1. Untersuchen Sie, ob die quadratische Gleichung
Xp x5 —4x —2x,—20=0
einen Kreis in der Ebene beschreibt.
Geben Sie gegebenenfalls Mittelpunkt und Radius an.

2. Gegeben seien drei Kreise kj, k, und k5 durch ihre Mittelpunkte und
Radien:
kMO =3),r =13 ky:My(V/212), 7, = /3 3 k3:M5(0(0), 1y = 2
a) Wie lauten die zugehorigen Kreisgleichungen in Koordinatenform?
b) Bestimmen Sie die Lage des Punktes 4(0| 1) beziiglich der drei ge-
gebenen Kreise.

3. Ordnen Sie die Kreis- Aufgabe 3
gleichungen den zuge- vt )
horigen Graphen von S
Kreisen richtig zu und SaReer 222 / =
begriinden Sie dies. ( % SR
& Vorschau rechts }%\7 ) oo/

&~ Groffe Darstellung auf
ndchster Seite 6.

Allgemein gilt fiir die

Lage eines Punktes beziiglich eines Kreises in der Ebene R

Ein Punkt P(p,|p,) der Ebene gehdrt genau dann zu dem Kreis & mit der
Gleichung (x; — m,)* + (x, — m,)* = r?, wenn die Koordinaten des Punk-
tes P die Kreisgleichung erfiillen, d.h. wenn (p, — m,)* 4 (p, — m,)* = r”
ist (Punktprobe). Gilt dagegen (p, — m;)> + (p; —my)* < r>  oder
(py — m)* + (py — my)* > r?, so liegt P(p,|p,) innerhalb bzw. aufSerhalb
des betrachteten Kreises.
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Aufgabe 3

2
49 = _
A: (x1—7)2+(XQ—13)2=T B: <x—(41)> =36
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Kreis durch drei Punkte

Ein Kreis £ ist durch drei verschiedene Punkte auf & eindeutig festgelegt. Be-
trachtet man das Dreieck, das die drei Punkte bilden, so hat das Dreieck ei-
nen eindeutigen Umkreis, denn der Mittelpunkt des Umkreises ist der Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten der drei Seiten, und davon gibt es nur jeweils ei-
ne.

Aus drei verschiedenen Punkten, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden
liegen, ldsst sich also stets genau ein Kreis finden, auf dem die drei Punkte
liegen.

x.] Interaktiv 1.1 Umkreis

»f N

X1

A
SRS

Kreis durch drei vorgegebene
Punkte

GeaGebra - O

Es gibt also keinen Kreis durch drei vorgegebene Punkte der Ebene, wenn
die drei Punkte auf einer gemeinsamen Geraden liegen.




1 Kreis

Zu drei verschiedenen Punkten, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden lie-
gen, lasst sich also stets genau ein Kreis finden, auf dem die drei Punkte liegen.

Zeichnerisch wurde dieses Problem bereits in der Mittelstufe durch Schnitt der
drei Mittelsenkrechten der Seiten des Dreiecks, das die drei Punkte bilden, ge-
16st. Rechnerisch lasst es sich nun ebenfalls 16sen.

Herleitung @

Gegeben sei ein Kreis & : (x; — m;)* + (x, — m,)* = r? in der Ebene R>.
Aquivalent dazu ist k:xi—2xymy +m?+x3 — 2x,m, + m3 = r’.

Nun soll zu drei gegebenen Punkten der Mittelpunkt und der Radius des zuge-
horigen Kreises ermittelt werden. Hierzu werden die Terme mit den unbekann-
ten Groflen (m,, m, und r) auf die linke Seite und alle anderen Terme auf die

rechte Seite gebracht:
mi+m3 —r? = 2mx; — 2myx, = — (X7 + x3).

Setzt man nun A: = m + mi —r* , B: =2m; und C: = 2my, so ergibt sich:
A+B(—x)+C(—x) =—(xf+x3) ().

Da jeweils drei Zahlen-Paare x; und x, als Koordinaten der drei gegebenen

Punkte und drei Unbekannte (4, B und C) vorliegen, lasst sich ein lineares

Gleichungssystem (LGS) aufstellen, aus dem man 4, B und C ermitteln kann;
C

damit erhdlt man dann: m, = 5 S My = ? - 2= ml2 - 17122 —A.

Beispiel

Gesucht werden Mittelpunkt und Radius des Kreises, der durch die Punkte

P(-2|4), O(1| -3) und R(5| 7) geht.

Aus () erhilt man durch Einsetzen der Koordinaten der Punkte das LGS:

A+2B-4C= -20 (I) Mit einem der {iblichen Losungsverfahren er-
A- B+3C= -10 (II) hilt man: 4=-16 ; B=6 und C =4 sowie

A- 5B-7C = -74 (II) m1=§=3 : m2=§=2; o

Der Mittelpunkt des Kreises ist also M(3] 2) und sein Radius r = /29 ~ 5.4.
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Aufgaben

4. Geben Sie die Gleichung des Kreises an, der

a) den Radius 9 und den Mittelpunkt M(2|8),
b) den Radius /5 und den Mittelpunkt 4(0,5|3) hat.

5. Gegeben ist der Kreis k: %2 = 25.
Stellen Sie fest, ob die Punkte A(1]-3), B(-3|4), C(0|5), D(4|4) auf dem
Kreis, innerhalb oder auBerhalb des Kreises liegen.

6. Welche Gleichung hat der Kreis, der durch den Punkt 4 geht und den
Mittelpunkt M(-1|-3) hat?
a) A(6/0)  b) A(-4/4)

7. Priifen Sie, ob es sich bei den folgenden Gleichungen um Kreisglei-
chungen handelt. Bestimmen Sie gegebenenfalls Mittelpunkt und
Radius.

a) xl+x;—6x;—8x,+21=0
b) x{+x3 —8x,+19=0
¢) x2+x3—10x; —6x,—2=0

8. Ein Kreis £ vom Radius » = 5 geht durch den Punkt A(-1]-2). Sein
Mittelpunkt liegt auf der Geraden

~()()

Fiihren Sie eine Mittelpunktsbestimmung durch.

In der Aufgabe 8 ergeben sich zwei Kreise, deren Mittelpunkte auf einer
Geraden g liegen (bitte Skizze dazu anfertigen). - Betrachtet man zum
Beispiel den Kreis &,: (x; — B+ (x, — 2)? = 25, so schneidet dieser
Kreis die Gerade in genau zwei Punkten. Ihre Koordinaten sollten ziem-
lich genau in der Skizze abgelesen werden konnen . Auf der folgenden
Seite soll versucht werden, diese Schnittpunkte rechnerisch zu ermitteln.
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Gegeben sind also ein Kreis und eine Gerade in der Ebene R?.
ki(x; —2)7 4 (x, —2)* =25 und

e7=(3)++ ()= (1) = ()

Zu ermitteln sind die gemeinsamen Punkte von & und g.

Es bietet sich hier an, zur Losung auf ein bekanntes Verfahren, das
Einsetzungsverfahren, zuriickzugreifen:

k N g: Einsetzen liefert:
G+1-2+(1-1-2)>=25
SUA+ 1D +(=1-1D*=25
e A+ 1D+ (-UA+ 1)) =25
S2-(A+ 1) =25

, 25 25.2
eU+1)Y="= 1
2 4
5 5 5
@z+1=15\/§ = /11=5\/§—1 ; zz=-5\/§—1
= A4 ~25 ;A —45

Daraus ergeben sich durch Einsetzen der A-Werte in die Geradengleichung

die Schnittpunkte ‘ v
S1(5,5] -1,5) S$5(-1,5|5,5)

Eine Uberpriifung im Bild (Skizze anfertigen zur Aufgabe 8 auf Seite 9)

bestitigt die rechnerische Vorgehensweise.

Q

10
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1.3 Lagebeziehungen E

1.3.1 Lagebeziehung von Kreis und Gerade

Ein Kreis und eine Gerade haben keinen gemeinsamen Punkt oder genau
einen gemeinsamen Punkt oder genau zwei gemeinsame Punkte.

Wenn eine Gerade 7 und ein Kreis £ genau einen Punkt P gemeinsam haben,
dann heil3t die Gerade ¢ die Tangente an & im (Beriihr-)Punkt P. Eine Gera-
de g, die mit k genau zwei verschiedene Punkte gemeinsam hat, nennt man

Sekante von £; eine Gerade 4, die mit k£ keinen Punkt gemeinsam hat, heifl3t
Passante.

Interaktiv 1.2
Lagebeziehung von Kreis und
Gerade
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Fiir die Lage einer Geraden zu einem Kreis gibt es also drei Mdglichkeiten.
So kann eine Gerade einen Kreis meiden, beriihren oder schneiden. Welche
der drei Lagemoglichkeiten im konkreten Fall vorliegt, kann man rechnerisch
untersuchen, indem man die zugehorigen Gleichungen von Kreis und Gerade
als ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten auffasst und dieses 16st.
Leider ist das zu 16sende Gleichungssystem kein lineares.

Beispiel: Schnitt von Gerade und Kreis

Es ist die gegenseitige Lage der Geraden
g:x2=—§x1+1 (g:y=—%x+1) und des Kreises
ki(x; — 3)2 + (x, — 2)? = 6,25 zu untersuchen.

S(x;|x,) sei ein eventuell vorhandener, gemeinsamer Punkt von g und «.
Das zugehorige Gleichungssystem lautet dann:

1
I X, =——x;+1
0 ,==5

1) (= 3)* + (x, —2)* = 6,25
(D) in (IT) eingesetzt licfert:
1 2
x —3)2+(—5x1+ 1-2) =6.25
1 2
o (x1—3)2+(—5x1— 1) =625
& xi-4x+3=0 S —1-(x-3)=0
= xl - 1 \% x1 - 3
Durch Einsetzen der Werte von x; in (I) erhdlt man: x, = 1 bzw. x, = — %
Kreis £ und Gerade g schneiden sich also in den beiden Punkten:
1 1
Sl(”?) und  S,(3| - :)

Die Gerade g ist also eine Sekante des Kreises k.

12



