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Kreis 

„Mr| jjtoi> toiiq KUKAOUC; mpaiir.." 
..Store mcinc Kreise nicht!" 

- Archimedes von Syrakus 



1 Kreis 

1.1 Kreisgleichungen eines Kreises 
1.1.1 Kreisgleichung in Vektorschreibweise 

K r e i s k 

D i e M e n g e a l l e r P u n k t e P d e r E b e n e , d i e v o n e i n e m g e g e b e n e n P u n k t M 

d e n s e l b e n A b s t a n d r h a b e n , he iBt K r e i s k m i t d e m M i t t e l p u n k t M u n d 

d e m R a d i u s r . 

B e z e i c h n e t m a n m i t X ( O r t s v e k t o r x) e i n e n b e l i e b i g e n P u n k t d e s K r e i s e s k 

i n e i n e m k a r t e s i s c h e n K o o r d i n a t e n s y s t e m , so g i l t : MX = ~x - m . S o m i t 

s i n d a l l e P u n k t e X d e r E b e n e m i t MX — ~x - m — r P u n k t e d e s K r e i s e s 

MX k. W e g e n 

V e k t o r s ~a g i l t : 

fur d e n K r e i s k : 

= r i s t MX 

a = ^/7t a o 

MX 

= r2. N a c h D e f i n i t i o n d e s B e t r a g e s e i n e s 

2 
= a2. D a r a u s fo lg t d i e G l e i c h u n g 

2 / . . \ 2 
= MX = x — m = r I x — m I = 

2 



1 Kreis 

K r e i s g l e i c h u n g i n V e k t o r s c h r e i b w e i s e 

I n d e r E b e n e R2 s e i e n m d e r O r t s v e k t o r d e s M i t t e l p u n k t e s M ( „ M i t t e l -

p u n k t s v e k t o r " ) u n d x d e r O r t s v e k t o r e i n e s b e l i e b i g e n P u n k t e s X e i n e s 

K r e i s e s k m i t d e m R a d i u s r. D a n n gi l t : 

(x — m) = r — -2 

1.1.2 Kreisgleichung in Koordinatenschreibweise 

M i t d e r fur d e n R2 ( = E b e n e ) i i b l i c h e n K o o r d i n a t e n s c h r e i b w e i s e e r h a l t m a n : 

u n d ra = 
x, ra, 

x = 
ra-

-i 2 
X, ra, 

ra0 
= r2 

Xi — mx 

x2-m2 

x{ — ra1 

x2-m2 

x{ — m{ 

x2-m2 
= r 

D u r c h A u s r e c h n e n d e s S k a l a r p r o d u k t s a u f d e r l i n k e n S e i t e d e r G l e i c h u n g er­

h a l t m a n : (x{ - ra^ + (x2 - ra2) = rz 

K o o r d i n a t e n g l e i c h u n g e i n e s K r e i s e s 

I n d e r E b e n e R2 w i r d d e r K r e i s k m i t d e m M i t t e l p u n k t M{mx 

R a d i u s r d u r c h d i e G l e i c h u n g 
9 1 1 

(x{ — raj) + (x2 - m2) = r 

b e s c h r i e b e n . 

ra2) u n d d e m 

B e i s p i e l 

G e g e b e n is t e i n K r e i s k i n d e r E b e n e m i t d e m M i t t e l p u n k t M ( 4 | - l ) u n d 

d e m R a d i u s 7 . D a n n l a u t e t s e i n e Koordinatengleichung: 

O j - 4 ) 2 + (JC2 + l ) 2 = 4 9 o d e r a u f g e l o s t 

x2 - 8JCJ + x2 + 2x2 - 3 2 = 0 . 

D i e z u g e h o r i g e Vektorgleichung l au t e t : 
-i 2 

/ x i \ ( 4 ^ 
Xn - 1 

= 4 9 . 



1 Kreis 

1.2 Punktprobe 

1st e i n K r e i s k ( i n d e r E b e n e ) m i t d e m M i t t e l p u n k t M u n d d e m R a d i u s r g e g e -

b e n , s o n e n n t m a n 

• e i n e n P u n k t Q i n n e r e n P u n k t d e s K r e i s e s 

k, w e n n s e i n A b s t a n d z u m M i t t e l p u n k t M 

k l e i n e r a l s d e r R a d i u s r is t , w e n n a l s o 

MQ <r g i l t ; d .h . Q e kt 

e i n e n P u n k t R a u f i e r e n P u n k t d e s K r e i s e s 

k, w e n n s e i n A b s t a n d z u m M i t t e l p u n k t M 

g r o B e r a l s d e r R a d i u s r is t , w e n n a l s o 

MR > r g i l t ; d .h . R G ka 

B e i s p i e l ( P u n k t p r o b e ) 

B e t r a c h t e t w e r d e n so i l n o c h e i n m a l d e r K r e i s k a u s d e m B e i s p i e l v o n S e i t e 3 . 

k:(xy- 4 ) 2 + (JC2 + l ) 2 = 4 9 ( © ) m i t M ( 4 | - l ) u n d R a d i u s r = 7 . 

Gepr i i f t w e r d e n so i l d i e L a g e d e r P u n k t e ^ ( - 8 | 4 ) , B(4\6), C ( 5 | 3 ) u n d 

Z) (10 | > / l 3 - 1 ) « ( 1 0 | 2 , 6 ) . 

= ^ / ( - 8 - 4 ) 2 + ( 4 - ( - l ) ) 2 = V 1 4 4 + 25 = ^ 1 6 9 = 13 

= 13 > 7 ; a l s o l i e g t ^ l a u B e r h a l b d e s K r e i s e s in ka 

^ ( - 8 | 4 ) : MA 

MA 

B(4\6): 

C ( 5 | 3 ) : 

MB = W ( 4 - A)1 + (6 - ( - l ) ) z = V 4 9 = 7 = r = > 5 G A : 

M C 

M C 

= y/(5 - 4 ) 2 + (3 - ( - l ) ) 2 = V l + 16 = V l 7 « 4 ,12 

= 4,12 < 7 ; a l s o l i eg t C i n n e r h a l b d e s K r e i s e s i n h 

D(10\ \f\3- 1 ) : \MD\ = y ( 1 0 - 4 ) 2 + (V^3 - 1 - ( - 1))2 = ^ 3 6 + 1 3 = ^ 4 9 = 7 

M D = 7 = r ^ > D e f c 

D i e U b e r p r i i f u n g k a n n a u c h d u r c h E i n s e t z e n d e r P u n k t - K o o r d i n a t e n in d i e 

K r e i s g l e i c h u n g ( 0 ) e r f o l g e n ( P u n k t p r o b e ) . 



1 Kreis 

A u f g a b e n 

1. U n t e r s u c h e n S i e , o b d i e q u a d r a t i s c h e G l e i c h u n g 

x\ + x\ - 4x{ - 2x2 - 2 0 = 0 

e i n e n K r e i s in d e r E b e n e b e s c h r e i b t . 

G e b e n S i e g e g e b e n e n f a l l s M i t t e l p u n k t u n d R a d i u s an . 

2 . G e g e b e n s e i e n d r e i K r e i s e kx, k2 u n d k3 d u r c h i h r e M i t t e l p u n k t e u n d 

R a d i e n : 

^ ^ ( 0 1 - 3 ) , ^ = 1 ; k2:M2(y/2\2),r2 = y/3 ; k3:M3(0\0),r3 = 2 

a) W i e l a u t e n d i e z u g e h o r i g e n K r e i s g l e i c h u n g e n in K o o r d i n a t e n f o r m ? 

b ) B e s t i m m e n S i e d i e L a g e d e s P u n k t e s A(0\ 1) b e z u g l i c h d e r d r e i g e -

g e b e n e n K r e i s e . 

3 . O r d n e n S i e d i e K r e i s ­

g l e i c h u n g e n d e n z u g e ­

h o r i g e n G r a p h e n v o n 

K r e i s e n r i c h t i g z u u n d 

b e g r i i n d e n S ie d i e s . 

°®° Vorschau rechts 

"®" Grofie Darstellung auf 
ndchster Seite 6. 

A l l g e m e i n g i l t fur d i e 

L a g e e i n e s P u n k t e s b e z u g l i c h e i n e s K r e i s e s i n d e r E b e n e R2 

E i n P u n k t P(p1 \p2) d e r E b e n e g e h o r t g e n a u d a n n z u d e m K r e i s k m i t d e r 
9 9 0 

G l e i c h u n g (xx — mx) + (x2 - m2) = r , w e n n d i e K o o r d i n a t e n d e s P u n k -

t e s P d i e K r e i s g l e i c h u n g er f i i l len , d .h . w e n n (px —mx) + (p2 - m 2 ) = r 
9 9 9 

is t ( P u n k t p r o b e ) . G i l t d a g e g e n (px -my) + (p2 - m2) < r o d e r 
9 9 9 i • 

(/7j — m{) + (p2 — m2) > r , s o l i e g t P{pl\p2) innerhalb b z w . aufierhalb 

d e s b e t r a c h t e t e n K r e i s e s . 
5 



1 Kreis 

A u f g a b e 3 

49 - 1 
A : (Xl-l)

z + (x2-l3Y = — B : [* ~ [ 4 1 \ v< 

C: 2 2 , Jl (x1-l2¥ + (x2-4y = 50 D : (x, - 2 ) z + x2
2 = 16 

k 

i 
l 2 

c 
- 3 

L 

\i 

u 

C 
Z> 

1 
1 
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f 

I 
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1 Kreis 

Kreis durch drei Punkte 

E i n K r e i s k is t d u r c h d r e i v e r s c h i e d e n e P u n k t e a u f k e i n d e u t i g f e s t g e l e g t . B e -

t r a c h t e t m a n d a s D r e i e c k , d a s d i e d r e i P u n k t e b i l d e n , s o h a t d a s D r e i e c k e i -

n e n e i n d e u t i g e n Umkreis, d e n n d e r M i t t e l p u n k t d e s U m k r e i s e s ist d e r S c h n i t t -

p u n k t d e r M i t t e l s e n k r e c h t e n d e r d r e i S e i t e n , u n d d a v o n g i b t e s n u r j e w e i l s e i -

n e . 

A u s d r e i v e r s c h i e d e n e n P u n k t e n , d i e n i c h t a u f e i n e r g e m e i n s a m e n G e r a d e n 

l i e g e n , l a s s t s i c h a l s o s t e t s g e n a u e i n K r e i s f i n d e n , a u f d e m d i e d r e i P u n k t e 

l i e g e n . 

b \ 

i 
H 

. 

» 4 

A 

C 
1 

Interaktiv 1.1 Umkreis 

Kreis durch drei vorgegebene 
Punkte 

GeoGebra a 

E s g i b t a l s o k e i n e n K r e i s d u r c h d r e i v o r g e g e b e n e P u n k t e d e r E b e n e , w e n n 

d i e d r e i P u n k t e a u f e i n e r g e m e i n s a m e n G e r a d e n l i e g e n . 

7 



1 Kreis 

Z u d r e i v e r s c h i e d e n e n P u n k t e n , d i e n i c h t a u f e i n e r g e m e i n s a m e n G e r a d e n l i e ­

g e n , l a s s t s i c h a l s o s t e t s g e n a u e i n K r e i s f m d e n , a u f d e m d i e d r e i P u n k t e l i e g e n . 

Z e i c h n e r i s c h w u r d e d i e s e s P r o b l e m b e r e i t s in d e r M i t t e l s t u f e d u r c h S c h n i t t d e r 

d r e i M i t t e l s e n k r e c h t e n d e r S e i t e n d e s D r e i e c k s , d a s d i e d r e i P u n k t e b i l d e n , g e -

los t . R e c h n e r i s c h l a s s t e s s i c h n u n e b e n f a l l s l o s e n . 

Herleitung 
G e g e b e n se i e i n K r e i s k : (x{ — m^ + (x2 — m2)

2 — r2 i n d e r E b e n e M2. 

A q u i v a l e n t d a z u is t k : x2 — 2xlml + m2 + J C | — 2x2m2 + m2 = r2. 

N u n so i l z u d r e i g e g e b e n e n P u n k t e n d e r M i t t e l p u n k t u n d d e r R a d i u s d e s z u g e -

h o r i g e n K r e i s e s e r m i t t e l t w e r d e n . H i e r z u w e r d e n d i e T e r m e m i t d e n u n b e k a n n -

t e n G r d B e n (ml,m2 u n d r ) a u f d i e l i n k e S e i t e u n d a l l e a n d e r e n T e r m e a u f d i e 

r e c h t e S e i t e g e b r a c h t : 

m2 + m2 — r2 — 2mlxl — 2m2x2 = — (x2 + x2). 

S e t z t m a n n u n A : = m2 + m2 - r2 , B: = 2ml u n d C : = 2m2, s o e r g i b t s i c h : 

A+B(-Xl) + C(-x2) = - (x2 + x2) C & ) . 

D a j e w e i l s d r e i Z a h l e n - P a a r e xx u n d x2 a l s K o o r d i n a t e n d e r d r e i g e g e b e n e n 

P u n k t e u n d d r e i U n b e k a n n t e (A, B u n d O) v o r l i e g e n , l a s s t s i c h e i n lineares 

Gleichungssystem (LGS) a u f s t e l l e n , a u s d e m m a n ^ 4 , B u n d C e r m i t t e l n k a n n ; 
MJ v.̂  O O O 

d a m i t e r h a l t m a n d a n n : m , = — ; ra9 = — ; r• = mf + mi — A . 
1 2 2 ] 2 

B e i s p i e l 

G e s u c h t w e r d e n M i t t e l p u n k t u n d R a d i u s d e s K r e i s e s , d e r d u r c h d i e P u n k t e 

P(-2\ 4 ) , g ( l | - 3 ) u n d i ? ( 5 | 7 ) g e h t . 

A u s ( i V ) e r h a l t m a n d u r c h E i n s e t z e n d e r K o o r d i n a t e n d e r P u n k t e d a s LGS: 

A +2B - 4C = - 2 0 ( I ) M i t e i n e m d e r i i b l i c h e n L o s u n g s v e r f a h r e n e r -

A- B + 3C= - 1 0 ( I I ) h a l t m a n : A = -16 ; B = 6 u n d C = 4 s o w i e 

A- 5B-1C = - 7 4 ( I I I ) m1 = - = 3 ; m2 = - = 2 ; r2 = m\ + m\ - A = 29. 

D e r M i t t e l p u n k t d e s K r e i s e s is t a l s o M ( 3 | 2 ) u n d s e i n R a d i u s r = ^/29 « 5,4. 

8 



1 Kreis 

A u f g a b e n 

4 . G e b e n S i e d i e G l e i c h u n g d e s K r e i s e s a n , d e r 

a ) d e n R a d i u s 9 u n d d e n M i t t e l p u n k t M ( 2 | 8 ) , 

b ) d e n R a d i u s y/5 u n d d e n M i t t e l p u n k t M ( 0 , 5 | 3 ) h a t . 

5 . G e g e b e n is t d e r K r e i s k: x 2 = 2 5 . 

S t e l l e n S i e fes t , o b d i e P u n k t e ^ ( l | - 3 ) , 5 ( - 3 | 4 ) , C ( 0 | 5 ) , D ( 4 | 4 ) a u f d e m 

K r e i s , i n n e r h a l b o d e r a u B e r h a l b d e s K r e i s e s l i e g e n . 

6 . W e l c h e G l e i c h u n g h a t d e r K r e i s , d e r d u r c h d e n P u n k t A g e h t u n d d e n 

M i t t e l p u n k t M ( - l | -3) h a t ? 

a ) A(6\0) b ) A(-4\4) 

7 . P r u f e n S i e , o b e s s i c h b e i d e n f o l g e n d e n G l e i c h u n g e n u m K r e i s g l e i -

c h u n g e n h a n d e l t . B e s t i m m e n S i e g e g e b e n e n f a l l s M i t t e l p u n k t u n d 

R a d i u s . 

a ) x\ + x\ — 6xx — 8 x 2 + 2 1 = 0 

b ) x\ + x\ - 8 x 2 + 19 = 0 

c ) x\ + x\— lOxj - 6x2 - 2 = 0 

8 . E i n K r e i s k v o m R a d i u s r = 5 g e h t d u r c h d e n P u n k t A{-\ | -2 ) . S e i n 

M i t t e l p u n k t l i eg t a u f d e r G e r a d e n 

F i i h r e n S i e e i n e M i t t e l p u n k t s b e s t i m m u n g d u r c h . 

I n d e r A u f g a b e 8 e r g e b e n s i c h z w e i K r e i s e , d e r e n M i t t e l p u n k t e a u f e i n e r 

G e r a d e n g l i e g e n (b i t t e S k i z z e d a z u a n f e r t i g e n ) . - B e t r a c h t e t m a n z u m 

B e i s p i e l d e n K r e i s k2:(xx — 2 ) + (x 2 - 2 ) = 2 5 , s o s c h n e i d e t d i e s e r 

K r e i s d i e G e r a d e in g e n a u z w e i P u n k t e n . I h r e K o o r d i n a t e n s o l l t e n z i e m -

l i ch g e n a u in d e r S k i z z e a b g e l e s e n w e r d e n k o n n e n . A u f d e r f o l g e n d e n 

S e i t e so i l v e r s u c h t w e r d e n , d i e s e S c h n i t t p u n k t e r e c h n e r i s c h z u e r m i t t e l n . 

9 



1 Kreis 

G e g e b e n s i n d a l s o e i n K r e i s u n d e i n e G e r a d e in d e r E b e n e R2. 

k:(xx- 2 ) 2 + (x2 - 2 ) 2 = 2 5 u n d 

• * - ( ! ) « • ( - • . ) - fi-i) - f t ) 

Z u e r m i t t e l n s i n d d i e g e m e i n s a m e n P u n k t e v o n £ u n d g. 

E s b i e t e t s i c h h i e r a n , z u r L o s u n g a u f e i n b e k a n n t e s V e r f a h r e n , d a s 

E i n s e t z u n g s v e r f a h r e n , z u r i i c k z u g r e i f e n : 

k n g: E i n s e t z e n l ie fer t : 

( 3 + 2 - 2 ) 2 + ( l - A - 2 ) 2 = 2 5 

o (A + l ) 2 + ( - A - l ) 2 = 2 5 

^ > a + i ) 2 + ( - a + i ) ) 2 = 2 5 

= 25 
25 25-2 

o 2 • (A + l ) 2 = 2 5 

<s> (A + l ) 2 = — = 
2 4 

^ i + l = ± - V 2 => A 1 = - V 2 - l ; A2 = - - V 2 - 1 

=> A{ « 2 ,5 ; A 2 « - 4 , 5 

D a r a u s e r g e b e n s i c h d u r c h E i n s e t z e n d e r / l - W e r t e i n d i e G e r a d e n g l e i c h u n g 

d i e S c h n i t t p u n k t e 

, S i ( 5 , 5 | - l , 5 ) & ( - l , 5 | 5 , 5 ) 

E i n e U b e r p r i i f u n g i m B i l d ( S k i z z e a n f e r t i g e n z u r A u f g a b e 8 a u f S e i t e 9 ) 

b e s t a t i g t d i e r e c h n e r i s c h e V o r g e h e n s w e i s e . 

10 



1 Kreis 

1.3 Lagebeziehungen E 

1.3.1 Lagebeziehung von Kreis und Gerade 

E i n K r e i s u n d e i n e G e r a d e h a b e n keinen g e m e i n s a m e n P u n k t o d e r genau 

einen g e m e i n s a m e n P u n k t o d e r genau zwei g e m e i n s a m e P u n k t e . 

W e n n e i n e G e r a d e t u n d e i n K r e i s k g e n a u e i n e n P u n k t P g e m e i n s a m h a b e n , 

d a n n he iBt d i e G e r a d e t d i e T a n g e n t e a n k i m ( B e r i i h r - ) P u n k t P. E i n e G e r a ­

d e g, d i e m i t k g e n a u z w e i v e r s c h i e d e n e P u n k t e g e m e i n s a m h a t , n e n n t m a n 

S e k a n t e v o n k; e i n e G e r a d e h, d i e m i t k k e i n e n P u n k t g e m e i n s a m h a t , he iBt 

P a s s a n t e . 

Interaktiv 1.2 
Lagebeziehung von Kreis und 
Gerade 
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1 Kreis 

F u r d i e L a g e e i n e r G e r a d e n z u e i n e m K r e i s g i b t e s a l s o d r e i M o g l i c h k e i t e n . 

S o k a n n e i n e G e r a d e e i n e n K r e i s m e i d e n , b e r i i h r e n o d e r s c h n e i d e n . W e l c h e 

d e r d r e i L a g e m o g l i c h k e i t e n i m k o n k r e t e n F a l l v o r l i e g t , k a n n m a n r e c h n e r i s c h 

u n t e r s u c h e n , i n d e m m a n d i e z u g e h o r i g e n G l e i c h u n g e n v o n K r e i s u n d G e r a d e 

a l s e i n G l e i c h u n g s s y s t e m m i t z w e i U n b e k a n n t e n au f fa s s t u n d d i e s e s los t . 

L e i d e r is t d a s z u l o s e n d e G l e i c h u n g s s y s t e m k e i n l i n e a r e s . 

B e i s p i e l : S c h n i t t v o n G e r a d e u n d K r e i s 

E s is t d i e g e g e n s e i t i g e L a g e d e r G e r a d e n 
1 1 

g:x2 = xl + 1 (g:y = — J C + 1 ) u n d d e s K r e i s e s 

k:(x{ — 3) + (x2 — 2 ) — 6 , 2 5 z u u n t e r s u c h e n . 

S(xi\x2) se i e i n e v e n t u e l l v o r h a n d e n e r , g e m e i n s a m e r P u n k t v o n g u n d k. 

D a s z u g e h o r i g e G l e i c h u n g s s y s t e m l a u t e t d a n n : 

1 
( I ) x2 = -~Xl + 1 

2 

) 2 

( I ) i n ( I I ) e i n g e s e t z t l i e fe r t 

( I I ) (JCJ - 3 ) 2 + (x2 - if = 6 , 2 5 

1 2 

(xj - 3 ) z + ( - -xx + 1 - 2 ) = 6 , 2 5 

1 2 

<* (xl-3)2 + ( - - x l - \ ) = 6 , 2 5 

<£> x 2 - 4JCX + 3 = 0 o ( x j - l)-(xl - 3 ) = 0 

<» JCX = 1 V xx = 3 

D u r c h E i n s e t z e n d e r W e r t e v o n xx i n ( I ) e r h a l t m a n : x2 - — bzw. x2 

K r e i s k u n d G e r a d e g s c h n e i d e n s i c h a l s o i n d e n b e i d e n P u n k t e n : 

S , ( l b ) u n d S 2 ( 3 | - i ) 

A, A, 
D i e G e r a d e g i s t a l s o e i n e Sekante d e s K r e i s e s &. 
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