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Vorwort

Mathematik: eine Welt fiir sich - so wird schon mancher gedacht haben. In der
Schule ist es wohl das Fach, iiber das am meisten gestohnt wird. Dennoch kann
man Spald haben an der Welt der Zahlen und Symbole. Mir ging es wahrend meiner
Schul- und Studienzeit jedenfalls meistens so. Aber es gab auch immer wieder Pha-
sen, in denen ich mich fragte, ob dieser Lehrer, der mir mathematisches Wissen
beibringen wollte, wohl selbst begriffen hatte, was er da erzdhlte oder ob er es nur
nicht vermitteln konnte. Bei manchem Lehrer hatte man auch den Eindruck, dass
er den Elfenbeinturm der Wissenschaft nie verlassen hatte und deshalb nicht wuss-
te, wie er Schiilerhirne ansprechen sollte. Das ein oder andere Mal mag auch man-
gelnde Aufmerksamkeit dazu gefiihrt haben, dass mir die Thematik etwas verbor-
gen blieb. Da ich mich zumindest im Fach Mathematik immer bemiiht habe, den
Anschluss wieder zu finden, versuchte ich mir nicht Verstandenes aus Biichern zu
erarbeiten, was nicht immer ganz einfach war. Noch schwieriger wurde es, als ich
zu Beginn meines Ingenieurstudiums Bereiche der Mathematik betreten musste,
die in der Schule nicht vermittelt werden. Der Gang in die Bibliothek war oft frus-
trierend, da die ausgeliehenen Biicher mir den Stoff nicht ndher bringen konnten.
Das eine unter den vielen Biichern zu finden, das Mathematik anschaulich und an
Beispielen erkldrte, wurde zur Suche nach der Nadel im Heuhaufen.

Diese Suche und die Erfahrungen, die ich in den letzten Jahren als Lehrkraft in
Nachhilfe-Instituten und mittlerweile auch in meiner eigenen Nachhilfeschule, der
~Quadratwurzel”, gemacht habe, veranlassten mich dazu, dieses Buch zu schrei-
ben. Es soll Oberstufenschiilern die Grundlagen der Mathematik vermitteln und
ihnen die Moglichkeit geben, Versdumtes und in Vergessenheit Geratenes nach-
zuarbeiten, indem sie sich mit den Rechenbeispielen beschéftigen und die Rechen-
wege nachvollziehen. Auch fiir Studienanfanger findet sich hier der Einstieg in die
Mathematik der ersten Semester. Somit deckt ,Mathematik fiir Ahnungslose” die
Oberstufenmathematik und die ersten Ansétze fiir das Studium mit Mathematik als
Nebenfach ab. Kein Platz blieb fiir die Stochastik, hierzu sei auf das Buch ,,Statistik
und Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir Ahnungslose”, ebenfalls erschienen im Hir-
zel-Verlag, verwiesen. Ich wiinsche allen, die mit diesem Buch arbeiten, dass sie
ein wenig Freude mit der Welt der Zahlen, Symbole, Gleichungen und Funktionen
haben werden und dass sie die Mathematik nicht nur als ldstige Pflicht empfinden
mogen.

Mein Dank geht an den Hirzel-Verlag, Stuttgart, und insbesondere an Herrn Dr.
Muth fiir die freundliche redaktionelle Unterstiitzung dieses Buches.

Yara Detert
Rolfshagen, im Herbst 2017
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Verzeichnis mathematischer Symbole

IN Menge der natiirlichen Zahlen

z Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R+ Menge der positiven reellen Zahlen
Intervalle

[a;6] = {x e R|a <x < b}

la;b = {x € R|a < x < b}

[a;b] ={x eR|a<x < b}

la;b] = {x e R |a < x < b}
Geometrie

P(a,b) Punkt mit den Koordinaten a und b

PQ Strecke mit den Endpunkten P und Q

PQ Lange der Strecke PQ

gllh gist parallel zu h

glh gist senkrecht zu h

Differenzial-/Integralrechnung

(%) 1. Ableitung der Funktion

(), f"(x), f™(x) 2., 3., n-te Ableitungsfunktion
F(x) Stammfunktion der Funktion f

b

[ fx)dx Integral der Funktion f iiber [a; b]
a

Griechisches Alphabet
a A 6 B v I 6 A e E ¢ Z

Alpha Beta Gamma  Delta Epsilon  Zeta
n H 9 O v I k K A A w M
Eta Theta Jota Kappa Lambda My

v N & X o O w11 o P o %
Ny Xi Omikron  Pi Rho Sigma

T T v Y p P x X v W w
Tau Ypsilon  Phi Chi Psi Omega



1 Grundlagen

1.1  Mafeinheiten und ihre Umwandlungen

Langen

1kmﬂ91mio>1dm—>1cm—>1mm

1 km = 1000 m
1m = 10dm
1dm = 10cm
1cm = 10 mm

Flicheninhalte
1km? 2% 1ha 2% 12 % 1m? 2% 1dm? 22 1cm? 2% 1 mm?
1km? = 100 ha 1m?> = 100dm?
lha = 100a 1dm?> = 100cm?
la = 100 m? 1cm? = 100 mm?
Die Umwandlungszahlist 100.

Rauminhalte (Volumina)
13 1990 1 g3 1099 4 (3 1090 4 o3
1m® = 1000dm? 1cm® = 1ml
1dm®> = 1000 cm? 1dm®* = 11
1cm® = 1000 mm3 110 = 1000 ml

Die Umwandlungszahlist 1000.

Gewichte (Massen)

1tﬂ?1kg£0919ﬁ?1mg

1t = 1000 kg
1 kg = 1000g
1g = 1000 mg

Die Umwandlungszahlist 1000.



2 Grundlagen

Zeitspannen

1d = 24h; 1h = 60 min; Imin = 60s
(d bedeutet Tag, h bedeutet Stunde)

1.2 Bruchzahlen

Gewohnliche Briiche

Gewohnliche Briiche sind z. B.: > ; 7 ; 7 ; 3 ; 3 usw.

Die Zahl iiber dem Bruchstrich heil3t Zdhler, die Zahl unter dem Bruchstrich ist der

Nenner. Der Nenner des Bruches gibt an, in wie viele gleich groRe Teile das Ganze
zerlegt wird. Der Zahler gibt an, wie viele solche Teile davon vorhanden sind.

Gemischte Schreibweise

3 3
2 = bedeutet 2 + =
, bedeute +4
spiele: 23 — p43.8.3_11
Beispiele: 24 = 24—4_4—1-4_4
13

_ 10,3 _,,3_,3
5 a 5+5_2+5 25

Kiirzen und Erweitern

Man kiirzt einen Bruch, indem man den Zahler und den Nenner durch dieselbe na-
tiirliche Zahl dividiert.
oo 03 _ 3:3_1
Beispiel: 27 = 27379
Man erweitert einen Bruch, indem man den Zdhler und den Nenner mit derselben
natiirlichen Zahl multipliziert.
1 1-4_ 4

Beispiel: 9 = 9436

Addieren und Subtrahieren von Briichen

Man addiert (subtrahiert) gleichnamige (gleiche Nenner) Briiche, indem man die
Zahler addiert (subtrahiert). Der Nenner bleibt unverdndert. Ungleichnamige Brii-
che (unterschiedliche Nenner) miissen zuerst gleichnamig gemacht werden.
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10 9 1

Beispiele: + %fﬁ ~5=13

2
6

o |uU1
P
[eJ RN

Multiplizieren von Briichen

Man multipliziert Briiche, indem man den Zahler mit dem Zahler und den Nenner
mit dem Nenner multipliziert.

ispiel: 3.2_6_1
Beispiel: 83-24"%

Dividieren von Briichen

Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit dem Kehrwert des Bruches multi-
pliziert.

Beispiel:

| w

1.3  Dreisatzrechnung

Bei der Dreisatzrechung muss zwischen proportionalen und antiproportionalen Zu-
ordnungen unterschieden werden.

Proportionale Zuordnungen

Flir proportionale Zuordnungen gilt: Zum Doppelten (Dreifachen, etc.) einer GroRe
gehort das Doppelte (Dreifache etc.) der zugeordneten GroRe.

Zur Halfte (zum dritten Teil etc.) gehort die Halfte (der dritte Teil, etc.) der zuge-
ordneten GroRe.

Beispiel:  Fiir Spaghetti Bolognese fiir vier Personen bendtigt man 480 g Spa-
ghetti. Wie viel g Spaghetti ben&tigt man fiir 7 Personen?

Personen Spaghetti

4 480¢g
A ( ):4

1 120g

7 840g
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Ergebnis:

Flir 7 Personen bendtigt man 840 g Spaghetti.
Noch einfacher ist dieser Rechenweg zu praktizieren:

4 Personen & 480 g Spaghetti
7 Personen < x g Spaghetti

7 Personen - 480 g
4 Personen

x=2840¢

Antiproportionale Zuordnungen

Flir antiproportionale Zuordnungen gilt: Zum Doppelten (Dreifachen, etc.) einer
GroRe gehort die Halfte (der dritte Teil, etc.) der zugeordneten GréRRe

Zur Halfte (zum dritten Teil, etc.) einer GroRe gehort das Doppelte (das Dreifache,
etc.) der zugeordneten GroRe.

Beispiel:

Antwort:

Fiir eine Studienfahrt erhalt ein Kurs einen Fahrtkostenzuschuss.
Wenn alle 30 Teilnehmer mitfahren, erhilt jeder 15,— Euro.

Es fahren aber nur 25 Teilnehmer mit. Wie hoch ist nun der Zuschuss
fiir jeden Kursteilnehmer?

Teilnehmer Zuschuss

30 15,-€
HY ( )-6

5 90,-€

Jeder Kursteilnehmer erhalt einen Zuschuss von 18,— Euro.
Noch einfacher geht es mit diesem Rechenweg:

30 Teilnehmer & 15— €

25 Teilnehmer & xX€

__30Teilnehmer - 15,— €
o 25 Teilnehmer

x=18,— €
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1.4 Binomische Formeln

Man multipliziert zwei Summen miteinander, indem man jeden Summanden der
ersten Summe mit jedem Summanden der zweiten Summe multipliziert.

1. Binomische Formel:

(a+b)?*=(a+b) (a+b)=a®+ab+ab+b?=a?+ 2ab+ b?

Beispiele: (1) (2x+7)" = (2x+7) - (2x +7) = 4x* + 14x + 14x + 49
= 4x* + 28x + 49
(2) (3xy+5)" = (3xy+5)- (3xy +5)
= 9x%y? + 15xy 4 15xy + 25 = 9x°y® + 30xy + 25
2. Binomische Formel:
(@a—b)?=(a—b)-(a—b)=a®—ab—ab+ b> = a® — 2ab + b?
Beispiele: (1) (5y—2)° = (5y —2) - (5y — z) = 25y? — 5yz — 5yz + 2°
= 25y% — 10yz + 2
(2)  (8x—8y)" = (8x—8y) - (8x — 8y)
= 64x% — 64xy — 64xy + 64y°
= 64x% — 128xy + 64y°

3. Binomische Formel:
(@+b)-(a—b)=a*—ab+ab—b* =a* — b*

Beispiele: (1) (y+3x)- (v —3x) =y? — 3xy + 3xy — 9x? = y? — 9x?

(2)  (4x +12) - (4x — 12) = 16x% — 48x + 48x — 144

= 16x% — 144
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1.5 Fldchensdtze am rechtwinkligen Dreieck
(Pythagoras)

1.5.1 Der Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt der beiden Kathetenquadra-
te gleich dem Flacheninhalt des Hypotenusenquadrates.

a*+b*=c
a: Lange der einen Kathete

b: Lange der anderen Kathete
c: Ldnge der Hypotenuse

b2 . a?

CZ

Die beiden Katheten schlieRen den rechten Winkel ein, die Hypotenuse liegt die-
sem gegeniiber.

Beispiel 1: Essoll die Luftlinienentfernung zwischen den Gipfeln des GroRglock-
ners (3797 m) und des Hahnlberges (2634 m) bestimmt werden. Aus
der Landkarte kann eine Entfernung von 7,6 km abgelesen werden.

Luftlinienentfernung

Héhenuntersehied

Kartenentfernung




Flachensdtze am rechtwinkligen Dreieck

Rechnung:

Beispiel 2:

Rechnung:

Der Hohenunterschied der beiden Gipfel betrdagt 1163 m. Gemeinsam
mit der Entfernung von 7600 m kann nun iiber den Pythagoras die
Luftlinienentfernung bestimmt werden.

(1163 m)? + (7600 m)? = x*

1.352.569 m® + 57.760.000 m® = x*

59.112.569 m* =x*  /./

7.688,47 m = x

Die Luftlinienentfernung der beiden Gipfel voneinander betrdgt so-

mit 7,68847 km.

In einer Raute mit einer Seitenldnge von 5 cm ist eine Diagonale
6,8 cm lang. Welchen Flacheninhalt hat die Raute?

Zuerst muss die Lange der anderen Diagonale bestimmt werden.
Gegeben: a=5cm

d=16,8 cm;g =3,4cm
2
(3,4 cm)? + (g) = (5 cm)?
2
(%) = (5 cm)® — (3,4 cm)?
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4]

(§>2 = 13,44 cm’ /\/
e

2:3,67 cm /-2
e=17,34cm

Der Flacheninhalt der Raute ergibt sich nun aus dem Produkt der
Lange der einen Diagonalen multipliziert mit der Hélfte der Lange
der anderen Diagonalen.

A=d-

N

A=68cm-3,67 cm = 24,96 cm?

Die Raute hat einen Flicheninhalt von 24,96 cm?.

1.5.2 Der Kathetensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt eines Kathetenquadrates ge-
nauso grofd wie der der Flacheninhalt des Rechteckes aus der Hypotenuse und dem
zur Kathete gehorenden Hypotenusenabschnitt.

a=p-c
=gq-c

p, q: Lange der Hypotenusenabschnitte

b? a?
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Beispiel:  Zu bestimmen ist die Entfernung von dem einen Seeufer zum ande-
ren.

395m . 140m

Rechnung: Gegeben: c=p+g=535m
p=140m

a?=c-p

a®* =535 m-140 m

a® = 74.900 m? I
a=273,68m

Die Entfernung der beiden Seeufer von einander betragt 273,68 m.

1.5.3 Der Héhensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt des Quadrates iiber der Hohe
gleich dem Flacheninhalt des Rechtecks aus den beiden Hypotenusenabschnitten.

h=p-q

h: Dreieckshohe




10 Grundlagen

Beispiel:  Essoll die Entfernung von einem Seeufer zum anderen bestimmt wer-

den.
h
13 . 419m
q P
C
Rechnung: Gegeben: p =419 m g=132m c=p+qg=551m
h? = p-q

h? =419 m-132 m
h? = 55.308 m* I/
h = 23518 m

Die beiden Seeufer sind 235,18 m von einander entfernt.

1.6 Trigonometrie

1.6.1 Sinus, Kosinus, Tangens fiir den Bereich 0°<a<360°
Fiir spitze Winkel (im rechtwinkligen Dreieck) gilt:

Lange der Gegenkathete von a g

sme= Linge der Hypotenuse T
Lange der Ankathete von o p
cosa=—-—= =2
Ldnge der Hypotenuse c

tano — Ldnge der Gegenkathete von « _a

Lange der Ankathete von « b
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Hypotenuse

A ¢ B

Fiir den Punkt P, (x; y) auf dem Einheitskreis gilt:

sina =y; cosa=x

Fiir 0° < o < 180° gilt: Fiir 0° < & < 360° gilt:
sin = sin (180° — «) sina = —sin (360° — «)
cosa = —cos (180° — «) cos a = cos (360° — «)
tan a = —tan (180° — «) tana = —tan (360° — «)

Zusammenhange zwischen Sinus, Kosinus und Tangens

sina = cos (90° — «) (sina)® + (cosa)® =1
cosa = sin (90° — «) tanq = 2
cos &

y

\P (cos ot sin or)

1.6.2 Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck

Aus zwei Seiten oder aus einer Seite und einem Winkel lassen sich die {ibrigen Sei-
ten und Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks berechnen.

Weil man jedes beliebige Dreieck mithilfe von Hohen in rechtwinklige Dreiecke zer-
legen oder zu solchen ergdnzen kann, konnen damit auch nicht-rechtwinklige
Dreiecke berechnet werden und somit auch n-Ecke, die wiederum aus Teildreiecken
bestehen.
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Grundlagen

Beispiel 1:

Losung:

Berechnung von a:

Berechnung von c:

Berechnung von y:

Ergebnis:

Beispiel 2:

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sind gegeben:
b=5cm, a =35°, [=090°

Gesucht sind die GroRRen a, c und .
C

=sina /b

S Q

a=>b-sina
a=>5cm-sin35° &~ 2,87 cm
%:cosa /b
c=b-cosa

c=5cm-cos35° =~ 4,10 cm
a+y=90°
v =90° — a = 90° — 35° = 55°

a=2,87 cm; ¢=4,10 cm; ~ =55°

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sind gegeben:
a=>5cm, c=13cm, ~ =90°

Gesucht sind die GroRRen b, aund ~.
C
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Losung:

Berechnung von b:

Berechnung von a:

Berechnung von f:

Ergebnis:

Beispiel 3:

Losung:

Berechnung von y:

a® +b* =t (s. Kap. 1.5.1)
b=+vVc?—a?
b=+v132 —52 cm =12 cm

a_5cm
c 13 cm
6

~ 0,3846154;

- g — 2N 0,3846154;

T 13 cm

b=12 cm; o =22,62°

B =67,38°

In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Lange der Ba-
sis (c = 58 m) und der Basiswinkel (o« = 53°) gegeben.

Zu berechnen sind der Winkel - an der Spitze, die Héhe h
sowie die Lange s eines Schenkels.

2+ =180° mita=p

v =180° —2a = 180° — 106° = 74°



