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Ode an die Statistik

Ein Mensch, der von Statistik hort,
denkt dabei nur an Mittelwert.

Er glaubt nicht dran und ist dagegen,
ein Beispiel soll es gleich belegen:

Ein Jdger auf der Entenjagd

Hat einen ersten Schuss gewagt.
Der Schuss zu hastig aus dem Rohr
Lag eine gute Handbreit vor.

Der zweite Schuss mit lautem Krach
Lag eine gute Handbreit nach.

Der Jager spricht ganz unbeschwert
voll Glauben an den Mittelwert:
Statistisch ist die Ente tot.

Doch war” er klug und ndhme Schrot
- dies sei gesagt, ihn zu bekehren -
er wiirde seine Chancen mehren:
Der Schuss geht ab, die Ente stiirzt,
weil Streuung ihr das Leben kiirzt.

Prof. Dr. P. H. List,
Pharmazeutische Technologie, Marburg






VII

Vorwort

Bereits in der Mittelstufe werden heute die ersten Grundkenntnisse der
Stochastik - also der Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung - vermittelt. Da-
bei geht es zunachst um einfache Zufallsversuche wie das Werfen eines Wiirfels und
die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer bestimmten Augenzahl. Anschaulich
wird dies durch das Zeichnen von ,Baumen” dargestellt. Auf diese in der Mittel-
stufe vermittelten Grundlagen baut die Stochastik in der Oberstufe auf. Leider sind
diese Grundlagen dann bereits wieder zum grof3en Teil in Vergessenheit geraten.
Dieses Buch setzt bereits hier an, damit der Oberstufenschiiler sich die Grund-
kenntnisse wieder erarbeiten kann und fiir die im weiter gehenden Unterricht be-
handelten Themen zusatzliche Erlduterungen findet. So wendet sich ,Statistik fiir
Ahnungslose” an den Oberstufenschiiler, aber besonders auch an den Studierenden
in den ersten Semestern. In zahlreichen Studiengdngen werden statistische Me-
thoden benutzt, um Ergebnisse zu verifizieren oder Aussagen iiber Wahrscheinlich-
keiten zu treffen. Dieses ist besonderes wichtig in allen Naturwissenschaften, der
Medizin, der Psychologie, aber auch in den Wirtschaftswissenschaften.

Da sich im Verlauf zahlreicher Unterrichtsstunden immer wieder zeigte, dass das
Interpretieren und Erstellen von Grafiken groRe Schwierigkeiten bereitet, wurde
dieser Thematik ein eigenes Kapitel gewidmet.

In den einzelnen Kapiteln sind die Losungswege ausfiihrlich erldutert, um die He-
rangehensweise zu verdeutlichen. Zusétzlich wurde dem Buch noch ein Kapitel mit
Ubungsaufgaben angehédngt, mithilfe dessen das Erlernte geiibt und gefestigt wer-
den kann.

Wir danken dem S. Hirzel-Verlag - und hier insbesondere Herrn Dr. Tim Kerse-
bohm - fiir die gute Zusammenarbeit. AuBerdem geht unser Dank an Herrn Dr.
Hans Muth fiir die Ubernahme des externen Lektorats und die sorgfiltige Priifung
des Manuskripts.

Rodenberg, im Herbst 2017 Yara Detert
Dr. Christa Sohl






Inhaltsverzeichnis IX

Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung .. ... ................ 1
1.1 Laplace-Versuche . . ..o v vttt i e e e e e 2
1.2 Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten . ....... ... ... .. ... .. ... . ... 4
1.2.1 Allgemeine Summenregel . .. ... e 4
1.2.2 Komplementdrregel . . . . ... o 5
1.2.3 Grundsdtze der Wahrscheinlichkeiten . . ... ... ... oo oo 6
1.3 Die Pfadregeln - mehrstufige Zufallsexperimente . .................... 8
1.4 Kombinatorische Probleme . .. ..... ... . ... ... il 12
1.5 ZufallsgroRen und ihre Verteilungen .. ...... ... ... ... L, 17
2 Binomialverteilungen - Bernoulli-Versuche . ... ................... 23
2.1 Bernoulli-Versuche ... ... . 23
2.2 Eigenschaften und Anwendung der Binomialverteilung . . . ... ... ... ... 26
2.3 Der Erwartungswert einer ZufallsgroRe . . ... .. ... o .. 28
2.4 Varianz und Standardabweichung ... ....... ... .. .. . i oL 30
2.5 Standardabweichungen bei Binomialverteilungen - Sigmaregeln ... ........ 34
2.6 Mindest- bzw. Hochstanzahlvon Erfolgen . .. ... ... . .. ... .. .. .. .. 37
2.7 Arbeiten mit Tabellen bei Binomialverteilungen ... ...... ... ... ... ..... 39
3 Beurteilende Statistik (Testenund Schdtzen) ... ................... 45
3.1 Testenvon Hypothesen . . ... ... .. . e 45
3.2 Einseitige Hypothesentests . . . . ... ... i i 50
3.2.1 Alternativtest . ... .. . e 56
3.3 Schdtzen . ... e 57
3.3.1 Das Konfidenzintervall (Vertrauensintervall) . ......... ... . ... ..... 57
3.3.2 Umfangeiner Stichprobe . ... ... .. ... 60
3.4 Der Chi-Quadrat-Test und die Polynomialverteilung . ... ................ 63
4 Weitere Verteilungen . . . ... .. ... .. L 67
4.1 Hypergeometrische Verteilung . . ... ... . i 67
4.2 Geometrische Verteilung . . . .. oot e 72
4.3 Poisson-Verteilung . . ... ..ot e 74
4.4 Normalverteilung . ... ... i e 79
4.5 Exponentialverteilung . . ... ... L 84
5 Grafische Darstellung statistischerDaten ........................ 87
5.1 Linien- und Kurvendiagramme . . ... ... . .. 87
5.2 Balken- und Sdulendiagramme . . ... ... ... L e 91
5.2.1 Balkendiagramme . . . . .. ... 91
5.2.2 Sdulendiagramme . . . ... e 93



X Inhaltsverzeichnis

5.3 Histogramme . . ...ttt e e 97
5.4 Kreisdiagramme . . .. v it i e e e e e e 99
5.5 Verfédlschung durch grafische Darstellung . .. .......... ... 100
6 AufgabenzumUben .. ...... ... ... .. .. ... 103
6.1 Aufgabenstellungen . .. .. ... i e 103
6.2 LOSUNGEN &« ot et e e e e e 107
Anhang . . .. .. e 115

Stichwortverzeichnis ... ... ... ... ... .. . . . .. e 123



1  Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Immer wieder begegnen uns im Alltag Dinge, die die Frage aufwerfen: Ist das nun
Zufall, oder gibt es einen Grund dafiir, dass das, was wir gerade erlebt haben, genau
so passiert ist? Folgende Beispiele sollen dies verdeutlichen:

Obwohl eine Universitat von mehreren Tausend Studentinnen und Studenten be-
sucht wird, gibt es 10 Tage im Jahr, an denen niemand Geburtstag hat.

Und: In einem Seminar hat keiner im August Geburtstag, aber zwei am 1. Mai.
Zufall oder nicht?

Beim Mensch-drgere-dich-nicht-Spielen muss manch einer 10-mal wiirfeln, um
eine 6 zu erhalten.

Zufall oder Ungeschicklichkeit?

Noch kurz vor den Landtagswahlen in Hessen 2008 hatten Meinungsforscher
den Sieg der Regierungspartei vorausgesagt. Tatsachlich reichte das Wahlergeb-
nis aber nicht aus.

Stimmungswechsel in letzter Minute oder haben die Befragungsmethoden ver-
sagt?

Bevor man auf diese Fragen Antworten geben kann, wird untersucht, ob und inwie-
weit sich die jeweiligen Ereignisse mathematisch beschreiben lassen. Es kénnen
Modelle entwickelt und Aussagen vorgenommen werden. Als Erstes werden Zufalle
an Zufallsversuchen einfachster Art untersucht, wie z. B. Miinzwiirfen oder Wiirfel-
ergebnissen.

~Der Zufall hat kein Gedachtnis”, formulierte einst der Mathematiker Bertrand
(1889). Es gibt aber eine Reihe von GesetzmdRigkeiten, die fiir Zufallsvorgdnge
gelten.

Definition

Ein Vorgang, der theoretisch beliebig oft wiederholt werden kann und dessen
Ergebnis nicht mit Sicherheit vorauszusagen ist, heilRt Zufallsversuch.

Die Anzahl der Stufen (Durchgédnge) des Zufallsversuchs wird Stichproben-
umfang genannt.

Die Menge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsversuchs wird als Ergebnis-
menge des Zufallsversuchs S bezeichnet.

Ergebnismenge eines Zufallsversuchs - Beispiele

(1) Ein Wiirfel wird geworfen

(2) Eine Miinze wird geworfen

(3) Ein Wiirfel und eine Miinze werden gleichzeitig geworfen

Losung:

zu (1)

Eskonnendie Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 auftreten. SomitistS=[1; 2; 3; 4; 5; 6].
Interessiert uns aber nur, ob die Augenzahl 3 fallt oder nicht, begrenzt sich die Er-
gebnismenge auf S = [3, nicht 3].



2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

zu (2)
Es kann Wappen oder Zahl oben liegen, somit ist die Ergebnismenge S = [W; Z].

zu (3)

Die Ergebnisse des Miinzwurfs (W; Z) kénnen in beliebiger Kombination mit den Er-
gebnissen des Wiirfelversuchs auftreten:

S=1[w; 1], [W; 2], [W; 3], [W; 4], [W; 5], [W; 6], [Z 1], [Z 2], [Z 3], [Z 4],
[Z:5], [Z: 6].

1.1 Laplace-Versuche

Bei Zufallsversuchen sind vor allem folgende Fragen interessant:

¢ Wie hdufig treten die einzelnen Ergebnisse auf?

e Lohnt es sich darauf zu wetten, dass ein bestimmtes Ergebnis eher auftritt als
ein anderes?

e Welche Prognosen sind fiir bevorstehende Zufallsversuche moglich?

Definition

Haben bei einem Zufallsversuch mit n mdglichen Ergebnissen all diese Ergebnisse
dieselbe Chance aufzutreten, dann ordnet man jedem dieser Ergebnisse die Wahr-
scheinlichkeit p = % zu. Solche Versuche werden als Laplace-Versuche bezeichnet.
Dem Miinzwurf ordnen wir die Wahrscheinlichkeit p = % zu, beim Wiirfeln ist die

Wahrscheinlichkeit fiir jede Augenzahlp = %, bei einem Gliicksrad mit 12 gleichen

Sektoren ist die Wahrscheinlichkeit fiir jeden Sektorp = 1

12
Beispiel
Zwei gleichartige Miinzen werden gleichzeitig geworfen. Welche Ergebnisse sind
moglich?

Auch wenn zwei Miinzen gleichartig sind, konnen sie durch eine Markierung unter-
scheidbar gemacht werden. So wird deutlich, dass es in diesem Fall vier verschiede-
ne, gleich wahrscheinliche Ergebnisse gibt:

S=[w; W, [z 2), (W; 2], [Z; W].

Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt:
PWW) = P(ZZ) = % . % = % Wahrscheinlichkeiten gleichzeitig auftretender Er-
eignisse werden also miteinander multipliziert.

Fiir die Wahrscheinlichkeit ,einmal Wappen, einmal Zahl” gilt:
pWz;zwy =2.1.1 -2

i % Da es zwei verschiedene Kombinationsmdglichkei-
ten gibt, ist die Wahrscheinlichkeit doppelt so hoch.



