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Gesamtvorwort der Buchreihe
»Grundzüge der BWL«

Das vorliegende Werk gehört zu einer Buchreihe »Grundzüge der BWL«, die in
mehreren Einzelbänden die wichtigsten Gebiete der Betriebswirtschaftslehre
behandelt.

Jeder Band bringt in kompakter und systematischer Form eine Übersicht zu den
zentralen Problemstellungen des jeweiligen Themenbereichs. Die Autoren sind
Universitäts-Professoren, die aufgrund ihrer langjährigen Lehrerfahrungen eine
problemorientierte und anwendungsbezogene Veranschaulichung des jeweiligen
Stoffes gewährleisten. Gleichzeitig wird der Leser an die aktuellen wissenschaftli-
chen Fragen des Fachgebietes herangeführt.

Die Themengebiete dieser Reihe sind Management, Marketing-Management,
Strategisches Management, Betriebliches Finanzmanagement, Investition mit Un-
ternehmensbewertung, Bilanzpolitik und -analyse,Kostenrechnung, Organisation,
Personalwirtschaft, Wirtschaftsinformatik, Wirtschaftsmathematik und Statistik.

Die Bücher dieser Reihe wenden sich an Studenten im Grund- und Hauptstudi-
um der Diplomstudiengänge mit wirtschaftswissenschaftlichen Schwerpunkten
sowie an Studenten von Bachelor- und Master-Studiengängen. Darüber hinaus
sind sie aufgrund ihrer anschaulichen Darlegung des neusten Standes der BWL
auch für die Praxis empfehlenswert.

Bayreuth, im Juli 2009
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Vorwort

Vorwort zur dritten Auflage

Auch in dieser Auflage haben wir nur Fehler korrigiert – vielen Dank für entspre-
chende Hinweise.

Bayreuth, im März 2018 Sascha Kurz und Jörg Rambau

Vorwort zur zweiten Auflage

Wir bedanken uns für die zahlreichen Kommentare und Korrekturen zur ersten
Auflage. Es war uns wichtig, dass das Buch seine kompakte Form behält. Da-
her haben wir uns für die zweite Auflage ausschließlich auf die Fehlerkorrektur
beschränkt und auf Erweiterungen jeglicher Art verzichtet.

Bayreuth, im Juli 2012 Sascha Kurz und Jörg Rambau

Vorwort zur ersten Auflage

Dieses Buch basiert auf Erfahrungen, die wir im Rahmen der Lehrveranstaltung
»Mathematische Grundlagen für Wirtschaftswissenschaftler« an der Universität
Bayreuth zwischen 2005 und 2009 gesammelt haben.

Warum noch ein Buch über Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler? Es gibt
wirklich schon eine ganze Menge davon. Ein pragmatischer Grund: Der Verlag
wünschte sich einen Beitrag zur Mathematik für seine Reihe »Grundzüge der
BWL«.

Aber es gibt natürlich noch einen anderen Grund: Die Universitätsmathema-
tik stellt für viele Studierende am Anfang ihres Studiums eine Hürde dar. Und
wegen der knappen Zeit, die der Mathematik nur gewidmet werden kann (in Bay-
reuth: eine 3 SWS-Vorlesung mit einem 2 SWS-Tutorium), scheint es unabdingbar,
dass die Kompetenz des mathematischen Denkens gegenüber der schematischen
Anwendung von Rechenrezepten zurücktreten muss.

Studierende der Mathematik werden (meistens) durch intensive Beschäftigung
mit Beweisen zum präzisen mathematischen Denken erzogen. Dies ist in einer
Veranstaltung für Wirtschaftswissenschaftler weder zeitlich möglich noch (in
extremer Ausprägung) inhaltlich wünschenswert. Denn: Zwar ist das Schema
»Defintion – Satz – Beweis« exzellent zur »Dokumentation« von Mathematik
geeignet; die hinter der »Kreation« von Mathematik stehenden Überlegungen
werden dabei aber manchmal mehr verschleiert als offenbart.

Die Schlussfolgerung für die Mathematik für Ökonomen ist häufig (Ausnahmen
bestätigen die Regel), dass man aus Zeitgründen auf Beweise verzichtet, ohne
dass an deren Stelle die mathematische Denkweise, die von den ökonomischen
Fragestellungen auf natürliche Weise zu Strukturen und Algorithmen führt, auf
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Vorwort vii

andere Art erklärt würde. Und so haben Studierende nicht selten den Eindruck,
sie lernen in der Mathematik, Probleme zu lösen, die sie ohne die Mathematik
nicht hätten.

Unser Standpunkt ist, dass ein grundlegendes Verständnis der Motivation ma-
thematischer Strukturen letztendlich Zeit spart: Man muss sich weniger Formeln
schematisch merken, man kann neue Mathematik im weiteren Studienverlauf
schneller verdauen, man kann sich besser selbständig mathematisch ausdrücken.
Kurz: man ist besser vorbereitet auf das weitere Studium.

Die Nachfrage ist da: So hören wir trotz überbordender Literatur immer noch
den Wunsch der Studierenden nach einem Buch, in dem »alles mal ausführlich
erklärt« wird. Dass die ausführliche Erklärung von Rechenverfahren bei den Stu-
dierenden ankommt, zeigt der Erfolg des Buchs von Peter Dörsam »Mathematik –
anschaulich dargestellt« (erschienen im PD-Verlag). Wir gehen noch etwas weiter,
indem wir versuchen, exemplarisch für praktisch alle Themen in diesem Buch den
gesamten Weg »von der Frage über die Mathematik zur Antwort« zu verfolgen.

Die behandelten ökonomischen Fragestellungen sind dabei gegenüber echten
Anwendungen extrem vereinfacht; sie sollen nicht vorgaukeln, dass es so in der
Praxis zugeht, sondern den auch in Ökonomie zumeist unerfahrenen Studieren-
den zumindestens eine anekdotische Vorstellung vermitteln.

Natürlich hat diese Vorgehensweise Konsequenzen für den Stoffumfang: Wir
konnten viele wichtige Themen und Beispiele in unserem Buch nicht aufnehmen.
Wir denken aber, dass die Studierenden nach dem Studium dieses Buches besser
auf das Verdauen zusätzlicher mathematischer Literatur vorbereitet sind. Und so
hoffen wir, dass dieses Buch ein Propädeutikum im besten Sinne ist, indem es die
Fähigkeit zur selbständigen Weiterbeschäftigung mit der Materie motiviert und
erleichtert.

Auf konkrete Literaturempfehlungen für das weitere Studium verzichten wir
trotzdem, da es sehr stark von den persönlichen Bedürfnissen und Präferenzen
abhängt, welche weiterführende Literatur geeignet ist. Wir laden ein, zunächst ein-
mal selbst mit Hilfe der einschlägigen Werkzeuge online nach dickeren Büchern
über Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler zu suchen, wenn das benötigte
Thema im vorliegenden Band nicht behandelt wird.

Bei der Auswahl des zugrundeliegenden Stoffes haben wir von der Arbeit der
Kollegen Christian Bauer, Michael Clausen, Adalbert Kerber und Helga Meier-
Reinhold profitiert. Für die Vorläufer ihres ebenfalls in Bayreuth entstandenen
Buchs »Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler« (erschienen 2008 im Schäffer-
Pöschel Verlag) ist u. a. die wichtige Aufgabe geleistet worden, einen logisch
konsistenten Stoffkanon für den kompakten Bayreuther Kurs zusammenzustel-
len. Wir weichen – schon aus Gründen der Kontinuität in Bayreuth – nur an
ausgewählten Stellen von diesem Stoffkanon ab.

An dieser Stelle möchten wir ganz herzlich Johannes Zwanzger danken, der
seine Übungsaufgaben aus dem Wintersemester 2007/2008 für dieses Buch zur
Verfügung gestellt hat. Weiterer Dank gilt Tobias Kreisel, der einige der Graphiken
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viii Vorwort

beigesteuert hat. Wir danken ferner Leni Rostock und Tobias Kreisel für das
Korrekturlesen des Manuskripts sowie den Teilnehmerinnen und Teilnehmern
unserer Lehrveranstaltungen, die uns mit ihren Kommentaren und Nachfragen
wertvolle Hinweise für die Darstellungsweise in diesem Buch gegeben haben.

Bayreuth, im Juli 2009 Sascha Kurz und Jörg Rambau
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1 Funktionen

In diesem Kapitel werden wir den zentralen mathematischen Begriff der Funktion
etwas genauer beleuchten. Wir werden an diesem Beispiel erläutern, warum
exakt definierte mathematische Begriffe überhaupt hilfreich sind. Unser Ziel
ist dabei, Fragestellungen zu präsentieren, die durch den Funktionsbegriff und
Eigenschaften von Funktionen unmissverständlich formuliert werden können.

1.1 Wozu Funktionen?

Stellen Sie sich vor, Sie betreiben einen kleinen Catering-Service. Sie möchten
auf einer Uni-Veranstaltung belegte Brötchen verkaufen. Am Ende des Tages
interessieren Sie sich für eine Frage am meisten:

Beispielfrage:

Wie groß ist mein Gewinn gewesen?

Jeder mit ein wenig Fingerspitzengefühl wird zunächst einmal antworten:
Kommt drauf an. Und das ist genau der Kern von Funktionen: Funktionen geben
an, wovon genau eine Größe (hier: der Gewinn) abhängt und wie (Formel, Tabelle,
Grafik, . . .).

Ein weiteres Beispiel:

Beispielfrage:

Wie viel kostet die Produktion von x Brötchen?

Es ist klar, dass es nützlich ist, diese Information in kompakter Form zu haben,
damit man nicht für jede Produktionsmenge sich wieder völlig neue Gedanken
über die Produktionskosten machen muss. Liefert das Controlling z. B. eine Kos-
tenfunktion

K (x ) = 100 GE+x ·1,5 GE/ME ,

so können wir für jede vernünftige Produktionsmenge x die Kosten K (x ) leicht
berechnen.

Noch ein Beispiel:

Beispielfrage:

Wie viele Brötchen werden bei einem Preis von p nachgefragt?

Wenn hier das Marketing eine Nachfragefunktion der Art

N (p ) = 60 ME−p ·10 ME/GE
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2 1 Funktionen

liefern könnte, so hätte man nützliche Informationen über die bestmögliche
Preisfestsetzung in sehr kompakter Form. Wie man an eine Nachfragefunktion
kommt, die auch nur annähernd zutrifft, ist nicht unser Thema: Wichtig ist, dass
es sehr nützlich wäre, sie zu haben. Funktionen sind also unsere Freunde, auch
wenn sie nicht immer einfach zu gewinnen sind.

1.2 Mathematische Definition einer Funktion

In der Mathematik ist es üblich, Einheiten wie GE, ME, ZE, . . . immer außerhalb
der mathematischen Erwägungen explizit anzugeben. Es wird angenommen, dass
man sich über die Einheit einer jeden Größe geeinigt hat und dass diese für die
gesamte Rechnung gilt. Daher wollen wir ab diesem Abschnitt zur Vereinfachung
der Notation auf explizite Einheiten in mathematischen Formeln verzichten.

Wir wollen einmal zusammenstellen, was wir uns von einer Funktion alles
wünschen sollten. In unserem Brötchen-Catering-Beispiel: Der Gewinn am Ende
des Tages hängt natürlich von den Einnahmen ab. Würden wir nun sagen, der
Gewinn ist in unserem Beispiel eine Funktion der Einnahmen, so hieße das streng
genommen nicht nur, dass der Gewinn von den Einnahmen abhängt, sondern
sogar dass er nur von den Einnahmen abhängt und von nichts sonst.1 Das wäre
– wenn es denn stimmen würde – eine wertvolle Information: In diesem Falle
müsste man sich stets nur um das Geldzählen in der Kasse kümmern, um den
Gewinn zu ermitteln. Wie einfach wären dann doch Steuererklärungen!

Wir halten fest:

Merksatz:

Die Aussage, eine (abhängige) Größe y ist eine Funktion einer (unabhängigen)
Größe x bedeutet, dass y nur von x abhängt und von nichts sonst.

Wie würde uns auffallen, dass der Gewinn unserer Unternehmung nicht eine
Funktion (nur) des Erlöses ist? Zum Beispiel dadurch, dass wir auf zwei Ver-
anstaltungen gleichhohe Erlöse hatten, aber die Gewinne am Ende des Tages
unterschiedlich waren. Zum Beispiel haben wir bei einer Veranstaltung die Butter
billiger bekommen und konnten daher die Brötchen billiger produzieren. Da wir
von den Einnahmen ja noch die Kosten decken müssen, haben wir bei geringeren
Kosten natürlich einen höheren Gewinn bei gleichen Einnahmen. Wir haben
also zwei Paare von jeweils gemeinsam beobachteten Größen (E ,G1) und (E ,G2)
aufgespürt mit G1 �=G2. Wenn unterschiedliche Gewinne bei gleichem Erlös be-
obachtet werden können, dann muss der Gewinn also noch von etwas anderem

1Trotzdem wird oft die formell unkorrekte aber praktische Sprechweise » f ist eine Funktion von
x1; ferner ist f eine Funktion von x2; ferner ist f eine Funktion von x3, . . .« angewandt, indem man
die Abhängigkeiten nach und nach auf diese Weise aufzählt. Man meint dann mit » f ist eine Funktion
von x1«, dass f eine Funktion von x1 ist und eventuell noch von anderen Größen.
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abhängen (z. B. den Kosten), und wir können nicht mehr sagen, der Gewinn ist
eine Funktion (nur) der Einnahmen.

In ähnlicher Weise hängt die vom Bruttolohn abgezogene Lohnsteuer nicht nur
vom Bruttoeinkommen ab, sondern auch von der Steuerklasse. Denn die sechs-
köpfige Familie Vielkind bekommt bei gleichem Bruttolohn weniger abgezogen
als der Single Walter Nurfürsich. Somit ist der Lohnsteuerabzug keine Funktion
(nur) vom Bruttolohn. Im Gesetz drückt sich das durch mehr als eine Tabelle (=
Funktionsvorschrift) aus, im Wesentlichen für jede Steuerklasse eine.

Wir halten fest: Die Tatsache, dass y überhaupt eine Funktion von x ist, kann
formell ausgedrückt werden durch:

Merksatz:

Eine abhängige Größe y ist genau dann eine Funktion einer unabhängigen
Größe x , wenn es zu jedem x genau ein Paar zusammengehöriger (x , y ) gibt.
Das zu x eindeutige y wird dann mit f (x ) bezeichnet.

Also enthält eine Funktion schonmal eine qualitative Information über Abhän-
gigkeiten zwischen verschiedenen Größen. Aber eine Funktion muss noch mehr
leisten: Sie muss genau spezifizieren, wie die eine von der anderen Größe abhängt.
Mit anderen Worten: Sie muss uns zu jedem vernünftigen Wert der unabhängigen
Größe den eindeutigen dazugehörigen Wert der abhängigen Größe liefern. Das
kann mit einer Tabelle geschehen, aber auch mit einer mathematischen Formel.

In unserem Brötchen-Catering-Beispiel: Wir wissen schon, dass der Gewinn G
von den Einnahmen E und von den Kosten K abhängt. Um die Gewinnfunktion
anzugeben, müssen wir nun für jedes Paar aus Einnahmen und Kosten den
Gewinn hinschreiben. Uns fällt gleich ein, dass Einnahmen minus Kosten den
Gewinn ergeben, und somit können wir die Gewinnfunktion, die von Einnahmen
und Kosten abhängt, mit einer Formel schreiben:

G (E , K ) = E −K .

Reicht es nun, um eine Funktion f von x anzugeben, einfach eine Formel
für f (x ) hinzuschreiben? Schauen wir auf ein anderes Beispiel. Nehmen wir
an, unsere Kosten hängen nur von der Anzahl der produzierten Brötchen ab,
da wir langfristige Lieferverträge für alle Rohstoffe haben. In Anwendung des
bereits Gelernten: Die Kosten K sind also eine Funktion der Produktionsmenge x .
Nehmen wir an, dass wir pro Brötchen 1 GE/ME Kosten haben, aber auch noch
Fixkosten von 100 GE pro Veranstaltung. Eine Formel für die Kostenfunktion kann
dann wie folgt angegeben werden:

K (x ) = 100 GE+x ·1 GE/ME .

Reicht das? Stimmt diese Formel immer? Was ist mit x =−2 ME? Irgendwie ist
das Unsinn. Für unsinnige (hier: negative) Produktionsmengen x gibt es gar keine
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4 1 Funktionen

zugehörigen Kosten. Dann ist es auch nicht sinnvoll, dass wir für unsinnige x
eine Formel für die Kosten hinschreiben. Manchmal ist die Unsinnigkeit von
Werten offensichtlich, und es bedarf vielleicht keiner Aufklärung. Manchmal
ist der Geltungsbereich einer Formel aber auch nicht so offensichtlich. Zum
Beispiel kann es ja sein, dass die Kostenformel für Produktionmengen oberhalb
von 1000 ME überhaupt nicht mehr stimmt, weil die Produktionsmittel für so
eine große Produktion gar nicht mehr ausreichen. Dann sollten wir demjenigen,
der unsere Funktion verwenden will, das mitteilen.

Wir wollen also zusätzlich zur Formel noch die vernünftigen Werte für die un-
abhängige Größe spezifizieren. Streng genommen können wir auch keine Achtel-
Brötchen produzieren, so dass die Formel nur für ganzzahlige, nicht-negative
Produktionsmengen x bis zur Höchstproduktion 1000 ME gilt, die mit unseren
Produktionsmitteln überhaupt möglich ist.2

Eine vernünftige Einschränkung der Gültigkeit muss also bei der Spezifikation
einer Funktion f mit der Formel zusammen angegeben werden. Die Menge der
vernünftigen unabhängigen x für eine Funktion f wird mathematisch ausge-
drückt als der Definitionsbereich D f der Funktion f .

Analog wird die Menge der vernünftigen Werte für die abhängige Größe f (x )
einer Funktion f mathematisch ausgedrückt durch den Wertebereich Wf der
Funktion f . Für die Nachfragefunktion unseres Brötchenverkaufs, die jedem fest-
gesetzten Verkaufspreis für ein Brötchen eine Nachfrage zuordnet, ist unmittelbar
einsichtig, dass eine negative Nachfrage keinen Sinn macht. Also sollte der Werte-
bereich der Nachfragefunktion nur die Menge der nicht-negativen Zahlen sein
(bei kleinen Nachfragen sogar nur die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen).

Wenn wir uns also in die Lage des Controllings versetzen und wir eine Kos-
tenfunktion für eine Brötchenproduktion angeben sollen, dann wird von uns
Folgendes erwartet:

1. Die vernünftigen Produktionsmengen (Definitionsbereich).

2. Die vernünftigen Kostenwerte (Wertebereich).

3. Eine Vorschrift, die jeder vernünftigen Produktionsmenge den eindeutigen
zugehörigen Kostenwert zuordnet (Funktionsvorschrift).

In mathematischer Sprache kann man das so ausdrücken:

Definition 1.2.1 (Funktion). Eine Funktion f ist ein Tripel (D f , Wf ,G f )mit

(i) D f ist der Definitionsbereich von f .

(ii) Wf ist der Wertebereich von f .

2Die Ganzzahligkeitsforderung wird häufig vernachlässigt, wenn die Produktionsmengen sehr groß
sind, und man verlangt nur Nicht-Negativität, da Formeln, die nur für ganze Zahlen gelten, häufig
wesentlich schwieriger zu behandeln sind.
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(iii) G f ist eine Menge von Paaren (x , y )∈D f ×Wf (d. h. x ∈D f und y ∈Wf ), so
dass zu jedem x ∈D f genau ein Paar (x , y )∈G f existiert; dies ist der Graph
von f .

Das eindeutige y ∈Wf mit (x , y )∈G f heißt Bild von x und wird mit f (x ) bezeich-
net. Ein x ∈D f mit (x , y )∈G f für ein y ∈Wf heißt ein Urbild von y .

Eine Funktion f kann auf verschiedene Arten spezifiziert werden. Ist z. B. f
gegeben durch D f = � (die Menge der reellen Zahlen), Wf = �≥0 (die Menge

der nicht-negativen reellen Zahlen) und G f =
�

(x ,x 2) : x ∈D f

�

(die Menge aller
Paare (x ,x 2), für die x ∈D f ist), so kann man f z. B. wie folgt schreiben:

1. f : �→�≥0, x �→ x 2.

2. f :

�

� → �≥0 ,
x �→ x 2 .

3. f (�)⊆�≥0, f (x ) = x 2.

4. Die Kurzschreibweise y = y (x ) = x 2 trifft man gelegentlich in Mathematik-
Anwendungen an. (Zum Beispiel schreibt man in der Physik, wenn man
betonen möchte, dass der Weg eine Funktion der Zeit ist, s = s (t ) = g t 2/2
im Beispiel des freien Falls.) Man will damit darauf hinweisen, dass die
Abhängigkeit der Größe y von x nun das Thema ist und dass andere Abhän-
gigkeiten durch Festhalten der Werte ausgeblendet werden (Betrachtung
der Abhängigkeit y von x ceteris paribus). Um Buchstaben zu sparen und
um eine möglichst suggestive Notation zu erhalten, benutzt man also für
die Funktion das gleiche Symbol wie für die Elemente des Wertebereichs
und verzichtet auf eine separate Benennung der Funktion.

Das ist in Ordnung, wenn man sich klar macht, dass das Symbol y hier
in verschiedenen Bedeutungen auftaucht: y bezeichnet gleichzeitig die
abhängige Größe und die Funktion. Ferner ist mit y (x ) im einen Fall die
Funktion gemeint (wenn x nur als Platzhalter für alle möglichen x gemeint
ist), im anderen Fall aber ein spezieller Funktionswert y (x )∈Wy (wenn mit
x ein konkretes x ∈Dy gemeint ist). Wir werden in Beispielen auch manch-
mal diese intuitive Schreibweise benutzen, solange keine Verwechslungen
zu befürchten sind.

Nun haben wir also unsere erste mathematische Definition präsentiert. Sie
besagt ohne Interpretationsspielraum, was es bedeuten soll, wenn wir den Be-
griff »Funktion« in den Mund nehmen. Wir haben versucht, diese Definition als
formelle Formulierung plausibler Überlegungen darzustellen: Wenn etwas eine
Funktion im Sinne der Definition ist, dann ist es genau das, was wir brauchen.

Im Vergleich zu Mathematikbüchern für Mathematiker sind formelle Defini-
tionen in diesem Buch etwas seltener anzutreffen: Nur wenn wir der Ansicht
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6 1 Funktionen

sind, dass der definierte Begriff grundlegend ist und ohne formelle Definition die
Gefahr von Missverständnissen besteht, wollen wir darauf eingehen. Der Grenz-
wertbegriff in Kapitel 4 ist allein aus historischen Gründen dafür ein wichtiges
Beispiel. Aber dazu später mehr.

Zu allen Begriffen ist i. d. R. auch ein unmittelbareres intuitives Verständnis
hilfreich, das in den meisten Fällen für unsere Zwecke sogar ausreicht; im Zweifel
allerdings ist die mathematische Definition der unanfechtbare Schiedsrichter.

Mathematische Definitionen sind die Vokabeln für die Sprache der Mathematik.
Diese Sprache ist sehr dicht und gestattet es, komplizierte Zusammenhänge ohne
Interpretationsspielraum zu formulieren. Das ist nützlich und daher nicht für
umsonst zu haben: Es erfordert durchaus Mühe, da wie bei jeder Fremdsprache
Verständnis nur mit sicherer Vokabelkenntnis möglich ist.

1.3 Umkehrbarkeit von Funktionen

Wir wollen nun einige grundlegende Eigenschaften von Funktionen besprechen,
die allesamt durch den Wunsch motiviert werden können, aus einem Bild einer
Funktion auf ein Urbild zu schließen. Nehmen wir wieder die Brötchen her. Für
die Planung des Caterings ist sicher folgende Frage von Belang:

Beispielfrage:

Wie hoch muss der Preis für ein Brötchen sein, damit x Brötchen abgesetzt
werden können?

Es kann nämlich sein, dass wir x Brötchen noch im Schrank haben und wir
genau den Wunsch haben, diese abzusetzen (Lagerräumung).

Wir bitten unsere Marketingabteilung um die Nachfragefunktion und erhalten
die Nachfrage in ME aus dem Preis in GE (wobei das Intervall [0,6] die Menge
aller reellen Zahlen zwischen einschließlich 0 und 6 ist):

N :

�

[0, 6] → �≥0 ,
p �→ 60−10p .

Warum müssen wir den Definitionsbereich auf [0,6] einschränken? Negative
Preise wollen wir natürlich vermeiden, aber auch bei einem Preis über 6 GE
würde die Nachfragefunktion eine negative Nachfrage ergeben, was Unsinn ist.

Wissen wollen wir aber den Preis bei gegebener (angestrebter) Nachfrage. Wir
stellen die Formel N = 60−10p nach p um und erhalten eine neue Formel:

p =
(60−N )

10
.

Da durch diese Formel nun jedem N ∈�≥0 genau ein p ∈ [0,6] zugeordnet wird,
müssten wir doch damit p als Funktion von N darstellen können. Der erste
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Versuch mit

p :

�

�≥0 → [0, 6] ,
N �→ (60−N )

10
,

ergibt aber keine Funktion, denn bei Nachfragewerten von über 60 erhalten wir
negative Preise, die nicht im Wertebereich sind. Wir müssen also den Definitions-
bereich weiter einschränken, und erkennen schließlich, dass

p :

�

[0, 60] → [0, 6] ,
N �→ (60−N )

10
,

auch eine Funktion ist, und zwar eine mit p
�

N (p )
�

= p für alle p ∈ [0,6] und
N
�

p (N )
�

=N für alle N ∈ [0, 60].
Wenn wir den Wertebereich von N auf [0,60] festgesetzt hätten, dann hätten

wir uns die letzte Überlegung sparen können. Das heißt, für die im Wertebereich
modifizierte Nachfragefunktion

Ñ :

�

[0, 6] → [0, 60] ,
p �→ 60−10p ,

hätten wir eine Funktion

p :

�

[0, 60] → [0, 6] ,
Ñ �→ (60−Ñ )

10
,

mit vertauschten Rollen von Definitions- und Wertebereich. In diesem Falle
nennen wir p (Ñ ) die Umkehrfunktion zu Ñ (p ).

Wir fassen zusammen:

Merksatz:

Eine Funktion kann umgekehrt werden, wenn nicht nur jedes Urbild genau ein
Bild hat, sondern auch jedes potentielle Bild genau ein Urbild.

Können wir eine solche Umkehrfunktion mit genau vertauschtem Definitions-
und Wertebereich immer angeben? In unserer modifizierten Nachfragefunktion
Ñ hat nicht nur jedes Element des Definitionsbereichs genau ein Bild (wie bei
jeder Funktion), sondern auch jedes Element des Wertebereichs genau ein Urbild.
Da beim Umkehren der Abhängigkeit zwischen Nachfrage und Preis sich die
Rollen von Urbildern und Bildern vertauschen, ist diese letztere Eigenschaft
wichtig dafür, dass die umgekehrte Abhängigkeit wirklich durch eine Funktion
dargestellt werden kann.

Leider gibt es Funktionen, für die diese Eigenschaft, dass jedes Element des
Wertebereichs genau ein Urbild hat, nicht gilt: Zum Beispiel gab es für unsere
erste Nachfragefunktion N zu Nachfragewerten oberhalb von 60 keine Urbilder
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8 1 Funktionen

(sprich: zugehörige Preise). Ein anderes, abstrakteres aber lehrreiches Beispiel:
Die Funktion f : �→�, x �→ x 2 hat zum Wert−1 kein Urbild anzubieten, während
4 sogar zwei Urbilder hat, nämlich 2 und −2.

Ein Element des Wertebereichs einer Funktion kann also im Allgemeinen auch
kein Urbild haben oder auch mehr als eins. Funktionen, bei denen das erste
Hindernis nicht vorkommt, heißen surjektiv; Funktionen, bei denen das letzte
Hindernis nicht vorkommt, heißen injektiv; Funktionen, bei denen beide Hinder-
nisse nicht vorkommen, heißen bijektiv.

Definition 1.3.1 (surjektiv, injektiv, bijektiv). Sei f : D f → Wf , x �→ f (x ) eine
Funktion.

(i) f heißt surjektiv, wenn jedes y ∈Wf mindestens ein Urbild hat.

(ii) f heißt injektiv, wenn jedes y ∈Wf höchstens ein Urbild hat.

(iii) f heißt bijektiv, wenn jedes y ∈Wf genau ein Urbild hat.

Unsere Überlegungen von oben zeigen, dass wir genau für die bijektiven Funk-
tionen eine Umkehrfunktion angeben können. Denn wenn jedes Element im
Wertebereich genau ein Urbild hat, dann können wir jedem Element im Wer-
tebereich genau dieses Urbild zuordnen. Das Element des Wertebereichs wird
nun aufgefasst als ein Element des Definitionsbereichs der Umkehrfunktion,
und das Urbild liegt nun im Wertebereich der Umkehrfunktion, der gleich dem
Definitionsbereich der Ausgangsfunktion ist.

Definition 1.3.2 (Umkehrfunktion). Sei f = (D f , Wf ,G f ) eine bijektive Funktion.
Dann ist die Umkehrfunktion f −1 von f definiert durch

(i) D f −1 :=Wf (der Doppelpunkt besagt »nach Definition«).

(ii) Wf −1 :=D f .

(iii) G f −1 :=
�

(y ,x )∈D f −1 ×Wf −1 : (x , y )∈G f

�

.

Eine Formel für die Funktionsvorschrift G f −1 wird dabei – wie im Beispiel zur
Nachfragefunktion – häufig durch Umstellen einer Formel für die Funktionsvor-
schrift G f nach der unabhängigen Größe gewonnen. Da es aber nicht immer
geschlossene Formeln für Funktionen geben muss, ist obige Definition über
den Graphen der Funktion umfassender. Zum Beispiel: Die Funktion, die zu
Weihnachten 2007 jedem Bundesligafußballverein seinen Tabellenplatz zuordnet,
kann man nicht durch eine Formel darstellen, man kann aber in der Tabelle alle
Funktionswerte ablesen. Und man kann sie umkehren, da man aus den mög-
lichen Tabellenplätzen den Bundesligaverein durch Blick auf dieselbe Tabelle
ermitteln kann.
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1.4 Komposition von Funktionen 9

Man kann im Übrigen die Hindernisse »nicht surjektiv« und »nicht injektiv« oft
bei ausreichender Kenntnis der Funktion durch recht milde Modifikationen aus
dem Weg räumen.

Betrachten wir als Beispiel die Funktion f : �→ �, x �→ x 2. Die Funktion ist
weder surjektiv noch injektiv. Wir wissen, dass negative Werte nicht angenommen
werden, alle anderen aber schon. Wenn wir also einfach den Wertebereich auf die
tatsächlich angenommenen Werte in �≥0 einschränken, dann erhalten wir schon
einmal eine surjektive Funktion f̌ : �→�≥0, x �→ x 2.

Nun bleibt noch das Problem mit den nicht eindeutigen Urbildern, z. B. 2 und
−2 sind zwei verschiedene Urbilder von 4. In diesem Beispiel stellen wir fest, dass
jede nicht-negative Zahl außer null genau zwei Urbilder hat, ein positives und ein
negatives. In ökonomischen Anwendungen haben die positiven Zahlen häufig
eine vernünftigere Interpretation. Wenn wir nun einfach den Definitionsbereich
der Funktion f auf die positiven Zahlen und die Null einschränken, dann erhalten
wir eine injektive Funktion f̂ : �≥0→�.

Tun wir beides, also Einschränken des Werte- und des Definitionsbereichs,
dann erhalten wir schließlich die bijektive Funktion f̃ : �≥0 → �≥0, x �→ x 2, de-
ren Umkehrfunktion Sie alle kennen: Es handelt sich um die Wurzelfunktion
f̃ −1 : �≥0→�≥0, x �→

�
x .

1.4 Komposition von Funktionen

Wir hatten im vorigen Abschnitt die Komposition von Funktionen schon still-
schweigend verwendet, als wir sagten, dass p

�

Ñ (p )
�

= p gilt: Wir haben auf einen
Preis p erst die bijektive Nachfragefunktion Ñ und dann die Umkehrfunktion
Ñ−1 = p angewendet. Heraus kam die identische Funktion, die jedem Preis p
wieder p zuordnet.

Aber nicht nur in diesem Spezialfall ist die Komposition von Funktionen in-
teressant. Wir nehmen an, wir wollen den Preis für unsere Brötchen über die
Zeit anpassen (z. B. reduzieren). Das bedeutet, für jeden Zeitpunkt t haben wir
einen Preis p (t ) festgesetzt. Nun wollen wir wissen, wie die Nachfrage zu einem
bestimmten Zeitpunkt ist, wobei wir die Nachfragefunktion Ñ schon kennen.

Beispielfrage:

Wie hoch ist die Nachfrage zum Zeitpunkt t , wenn der Preis p gemäß der
Funktion p (t ) von t abhängt und die Nachfrage gemäß der Funktion Ñ (p )
von p ?

Die beste Antwort auf diese Frage wäre eine Formel, mit der wir die Nachfrage
direkt aus t ausrechnen könnten. Nehmen wir an, unser Produkt-Marketing hat
für uns aus uns unbekannten Erwägungen eine Preisverlaufsfunktion ermittelt,
die den Preis in GE angibt, wobei der Zeitpunkt null den Verkaufsstart bezeichnen
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10 1 Funktionen

soll und die Zeit in Tagen gemessen wird.

p :

�

[0, 10] → [0, 10] ,
t �→ 10− t .

Beachte: Wir nennen die Preisverlaufsfunktion wieder suggestiv p = p (t ), obwohl
es nicht dieselbe Funktion ist, wie die Umkehrfunktion p = p (Ñ ) der Nachfrage-
funktion im vorigen Abschnitt. Mit dem Definitions- und Wertebereich haben
wir schon gut aufgepasst: Negative Zeitpunkte und negative Preise sollen nicht
entstehen.

Naiv betrachtet, brauchen wir nun nur noch den aus der Zeit berechneten Preis
in die Nachfragefunktion einzusetzen und erhalten eine Formel für die Nachfrage,
wenn der Zeitpunkt im Definitionsbereich der Preisverlaufsfunktion liegt. Oder?
Versuchen wir es.

Ñ (t ) = Ñ
�

p (t )
�

= 60−10(10− t ) = 60−100+10t =−40+10t .

Nur, welche t dürfen wir jetzt in die Formel einsetzen? Wenn wir den ganzen
Definitionsbereich von p benutzen würden, dann erhielten wir für t = 0:

Ñ (t ) = Ñ
�

p (t )
�

=−40+10 ·0=−40 .

Also: Unsinn. Was ging schief? Obwohl 0 im Definitionsbereich Dp der Funkti-
on p liegt, liegt der Wert p (0) = 10 nicht im Definitionsbereich DÑ = [0,6] der
Nachfragefunktion Ñ , und schon ist das Resultat nicht sinnvoll. Wir wollen aber
dem Nutzer einer Funktion wie sonst auch genaue Informationen über den Gel-
tungsbereich der Formel mitgeben. Also müssen wir für die Berechnung der
Nachfrage aus Preisverlaufsfunktion und Nachfragefunktion einen kleineren De-
finitionsbereich angeben, so dass die Preisverlaufsfunktion für jeden Wert ihres
Definitionsbereichs einen Wert im Definitionsbereich der Nachfragefunktion
liefert. Der größtmögliche Definitionsbereich für die Zeitverlaufsfunktion ist hier
[4, 10], denn dann entstehen nur Preise im Intervall [0, 6], dem Definitionsbereich
der Nachfragefunktion.

Zusammengefasst haben wir uns überlegt:

Merksatz:

Funktionen können dann hintereinandergeschaltet werden, wenn die erste
anzuwendende Funktion nur Werte im Definitionsbereich der zweiten anzu-
wendenden Funktion hat.

Mit

p̃ :

�

[4, 10] → [0, 6] ,
t �→ 10− t ,
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haben wir also eine modifizierte Zeitverlaufsfunktion definiert, deren Werte alle-
samt in die Nachfragefunktion

Ñ :

�

[0, 6] → [0, 60] ,
p �→ 60−10p ,

eingesetzt werden können.
Diese Überlegungen motivieren folgende mathematische Definition:

Definition 1.4.1 (Komposition von Funktionen). Seien f : D f →Wf und g : Dg →
Wg Funktionen mit Wf ⊆ Dg (d. h. Wf ist eine Teilmenge von Dg , also jedes
Element in Wf ist auch in Dg ). Dann heißt

g ◦ f :

�

D f → Wg ,
x �→ (g ◦ f )(x ) := g

�

f (x )
�

,

die Komposition (oder Verkettung oder Hintereinanderschaltung) von f und g ,
gelesen »g nach f «.

Aber wie hoch ist denn nun die Nachfrage in den ersten vier Stunden bei
Preisverlauf p ? Die Antwort ist: Unsere Nachfragefunktion gibt darüber keine
Auskunft; die Information ist nicht in den Daten der Nachfragefunktion enthalten,
die ersten vier Stunden sind einfach nicht abgedeckt. Es ist sehr wichtig, eine
solche Information über das Fehlen einer Information ernst zu nehmen, um nicht
falsche Schlüsse zu ziehen.

Eine plausible (implizite) Annahme könnte natürlich sein: Wann immer die
Nachfragefunktion einen negativen Wert liefert, ist in Wahrheit null gemeint.
Damit hätten wir die Nachfragefunktion tatsächlich stückweise definiert über:

N̂ :







�≥0 → �≥0 ,

p �→

�

60−10p falls p ≤ 6 ,

0 sonst .

Für diese stückweise Definition »null, wann immer ein Term kleiner null ergibt,
sonst der Term«, also das Maximum von null und einer Termauswertung, haben
die Mathematiker eine praktische und suggestive Schreibweise, die sich Positivteil
nennt:

N̂ (p ) = (60−10p )+ :=max{0, 60−10p} .

Die Komposition mit der ursprünglichen Preisverlaufsfunktion würde dann
lauten:

N̂ ◦p :

�

[0, 10] → �≥0 ,
t �→ (−40+10t )+ .

Wie erwartet, liefert das eine Nachfrage von null in den ersten vier Stunden, was
eine Revision der Preisverlaufsfunktion (streng genommen eine Aufgabe des
Revenue-Managements der Unternehmung) nahelegen würde.

Buch_MGW.indd   21 16.03.18   17:00



12 1 Funktionen

Beachte aber, dass die so stückweise definierte Nachfragefunktion N̂ nun nicht
mehr umkehrbar ist (warum nicht?). Man kann also – wie im sonstigen Leben –
nicht alles haben!

1.5 Wichtige Funktionstypen

Zunächst listen wir ein paar »Funktionsatome« auf, aus denen die meisten ande-
ren Funktionen zusammengesetzt werden können. Diese folgenden elementaren
Funktionen sind zwar zur Beschreibung realer Zusammenhänge zu unflexibel;
man kann damit aber schon eine ganze Menge Funktionen bauen.

Elementare Funktion Charakteristische Eigenschaft

Eins-Funktion
f (x ) = 1

y = f (x ) = 1 ist unabhängig von x .

Identische Funktion
f (x ) = x

y ist gleich x .

Quadratfunktion
f (x ) = x 2

Die »Steigung« von f (x ) bei x ist proportional zu x .

Wurzelfunktion
f (x ) =

�
x

Umkehrfunktion zur Quadratfunktion.

k -te Potenzfunktion
f (x ) = x k

Die »Steigung« von f (x ) bei x ist proportional zu x k−1.

k -te Wurzelfunktion
f (x ) = k�x

Umkehrfunktion zur k -ten Potenzfunktion.

Exponentialfunktion
f (x ) = ex

Die »Steigung« von f (x ) bei x ist proportional zu f (x ).

Logarithmusfunktion
f (x ) = ln(x )

Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion

Sinusfunktion
f (x ) = sin(x )

Es gilt sin(x +2π) = sin(x ), d. h. sin ist periodisch.

Will man quantitative Zusammenhänge möglichst genau beschreiben, dann
muss man aus diesen Funktionen komplexere Gebilde zusammenstellen. Die
grundlegenden Operationen sind: Summe von Funktionen über ( f + g )(x ) :=
f (x )+ g (x ) (punktweise Addition) und Multiplikation einer Funktion mit einer
Zahl über (a · f )(x ) := a · f (x ) (punktweises skalares Vielfaches). Zum Beispiel
kann man durch Multiplikation der Eins-Funktion f (x ) = 1 mit 10 die konstante
Funktion f (x ) = 10 erzeugen. Oder durch Addition der identischen Funktion
f (x ) = x und der Eins-Funktion g (x ) = 1 die Funktion h(x ) = x + 1 erzeugen.
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1.5 Wichtige Funktionstypen 13

Zusätzlich benutzen wir noch die schon bekannte Komposition von Funktionen,
und erhalten damit einen reichhaltigen Baukasten zur Erzeugung von passenden
Funktionen.

Betrachten wir einen Prozess, der aus einer Inputgröße eine Outputgröße
macht, z. B. einen Produktionsprozess, der aus einem Input an Rohstoffen einen
Output in Form eines Produkts generiert. Oder einen Kostenprozess, der aus
einem Input an Produktionsmenge einen Output an Kosten erzeugt. Nehmen wir
an, wir haben eine geeignete Funktion f schon ermittelt, die jeder Inputmenge
die Outputmenge dieses Prozesses zuordnet.

Stellen wir uns vor, f passt eigentlich auch auf einen anderen Prozess, für
den wir noch eine Funktion suchen; aber dort sind bei jeder Produktion stets
die ersten 100 ME Output wegen nicht eingelaufener Maschinen Schrott. Das
heißt, für ein korrektes Modell müsste der Graph von f (gemessen in ME) um
100 nach unten verschoben werden. Dies kann man erreichen, indem man nach
Anwendung von f vom Ergebnis 100 abzieht, und eine passende Funktion wäre
demnach g (x ) = f (x )−100.

Werden bei einem weiteren Produktionsprozess 50 ME Input zum Anlaufen der
Maschinen verbraten, so kann man das ausdrücken, indem man vor Anwendung
von f zunächst 50 von x abzieht. Eine passende Funktion wäre also g (x ) =
f (x −50).

Ähnlich kann man schließen, dass ein weiterer Prozess auch im Prinzip durch f
gut beschrieben wird, außer dass der Output viermal so groß ist. Dann beschreibt
die Funktion g (x ) = 4 f (x ) den Prozess treffend: Der Graph wird in y -Richtung
um den Faktor 4 gestreckt. Ein weiterer, ebenfalls prinzipiell ähnlich gelagerter
Prozess verbraucht nur die Hälfte des Inputs, so dass der gleiche Output schon
bei x/2 erreicht wird. Folglich modellieren wir den Prozess mit g (x ) = f

�

x/2
�

, eine
Funktion mit in x -Richtung auf die Hälfte gestauchtem Graphen.

Diese Summen, Verschiebungen, Streckungen und Stauchungen von Funktio-
nen werden meistens zur Modellierung in Form von Parametern angegeben, die
man dann aus bekannten Werten der Funktion schätzt. Wichtig ist es, den richti-
gen Typ der Funktion zu erraten. In der folgenden (natürlich nicht vollständigen)
Tabelle finden Sie einige typische Ansatzfunktionen zusammen mit typischen
Fällen, in denen sie gut passen. Die Parameter bezeichnen wir mit a ,b , c . Diese
werden vor Benutzung der Funktion geschätzt aus bekannten Werten und bleiben
bei Benutzung der Funktion dann unverändert.

Die gängigsten Funktionstypen haben wir für Sie in der unten stehenden Ta-
belle gesammelt. Obwohl uns noch die wichtigsten Werkzeuge einer fundierten
Kurvendiskussion fehlen, wollen wir dort wenigstens schon einmal intuitiv auf
charakteristische Eigenschaften aufmerksam machen. Zwei Größen heißen pro-
portional, wenn ihr Verhältnis konstant positiv ist und antiproportional wenn ihr
Verhältnis konstant negativ ist. Die Steigung einer Funktion werden wir genauer
in Kapitel 4 definieren; für den Moment reicht die Anschauung am Funktionsgra-
phen.
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14 1 Funktionen

Funktionstyp Wann wird so eine Funktion angesetzt?

Konstante Funktion
f (x ) = c
z. B. f (x ) = 10

Wenn y = f (x ) gar nicht von x abhängt; z. B. ist
die Kostenfunktion, die jeder Produktionsmenge
die Fixkosten zuordnet, konstant (daher der Name
»Fixkosten«).

Lineare Funktion
f (x ) = a x
z. B. f (x ) =−3x

Wenn f (x ) (anti)proportional zu x ist; z. B. ist die
Kostenfunktion, die jeder Produktionsmenge die
Kosten zuordnet, dann linear, wenn nur Stückkos-
ten aber keine Fixkosten auftreten.

Affine Funktion
f (x ) = a x + c
z. B. f (x ) = 4x +2

Wenn die »Steigung« von f (x ) an der Stelle x un-
abhängig von x ist, z. B. bei einer Kostenfunktion
mit Fixkostenanteil c und Stückkostenanteil a pro
Stück.

Polynom vom Grad N

f (x ) =
∑N

k=0 a k x k

z. B. f (x ) = 3x 3−2x 2+x −1

Wenn man N + 1 Funktionswerte ohne Fehler
kennt (sichere Beobachtungen) und für die restli-
chen x gern sinnvolle Werte schätzen würde; ein
Polynom vom Grad N ist nämlich durch N + 1
Funktionswerte eindeutig bestimmt, d. h. man
kann die Parameter a N , a N−1, . . . , a 0 aus Funkti-
onswerten für N + 1 verschiedene Werte von x
ermitteln; ferner sind Polynome in Bezug auf ma-
thematische Weiterverarbeitung sehr gutmütig.

Rationale Funktion
f (x ) = p (x )

q (x ) ; p (x ),q (x ) Polynome in x

z. B. f (x ) = 3x 3−2x 2+x−1
2x 2−4x+3

Wenn z. B. x sowohl die Produktionskosten über
p (x ) als auch die Menge über q (x ) beeinflusst;
dann wird die Abhängigkeit der Stückkosten von x

durch die rationale Funktion p (x )
q (x ) von x beschrie-

ben; es ist unbedingt zu beachten, Nullstellen
von q (Werte für x , so dass q (x ) = 0) aus dem
Definitionsbereich auszuschließen.

Exponentialfunktion
f (x ) =b a c x

z. B. f (x ) = 1
2 ·2

2x

Wenn die »Steigung« von f (x ) an der Stelle x pro-
portional zu f (x ) ist; z. B. wenn f (t ) das Spar-
vemögen zur Zeit t ist, dann sind die Zinsen zum
Zeitpunkt t proportional zum Sparvermögen zum
Zeitpunkt t ; das Startvermögen wird durch b , der
Zinssatz wird durch a und c modelliert; streng

genommen, kann man wegen a bx =
�

eln(a )�bx =
e(ln(a ))bx schon alle Funktionen dieses Typs produ-
zieren, wenn man a auf e (Eulersche Zahl) festlegt.

Logarithmusfunktion
f (x ) = c loga (x )
z. B. f (x ) = 3 log2(x )

Wenn f (x ) proportional dazu ist, wie oft man x
durch a teilen muss, um 1 zu erhalten; z. B. wann
ist der Wert eines Computers nur noch 1 GE, wenn
sich sein Wert jedes Jahr halbiert; auch hier reicht
es aus, den natürlichen Logarithmus zu benutzen
wegen loga (x ) =

lnx
ln a =

1
ln(a ) ln(x ); letzteres ist kor-

rekt, da a
ln(x )
ln(a ) = eln(a ) ln(x )

ln(a ) = eln(x ) = x , und somit
ln(x )
ln(a ) genau wie loga (x ) die eindeutige Umkehr-

funktion zu a x ist.
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