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Einleitung

Es ist unbestritten, dass in einem wirtschaftswissenschaftlichen Studium mathematische
Grundlagen einen wichtigen Platz einnehmen. Der Studierende merkt bald, welchen Nutzen er
beim Studium der volks- und betriecbswirtschaftlichen Facher aus seinen mathematischen
Kenntnissen ziehen kann oder welche Liicken aus dem Grundstudium zu schlieBen sind. Es ist
ein Ubergreifendes Wissen liber die bekannten Methoden und Verfahren einerseits mit dem
Detailwissen der zu verwendenden Arbeitsschritte andererseits zu vereinen. Diese Vielfalt an
moglichen Kombinationen ist nur schwer darstellbar.

Die gemeinsame Darstellung von mathematisch-theoretischen Grundlagen und deren Anwendung
in der Wirtschaft soll die Modellierung Okonomischer Situationen erleichtern und das
Abstraktionsvermdgen des Lesers schulen. In den Beispielen (oder Ubungen) wird eine Festigung
des mathematischen Wissens angestrebt, und gleichzeitig sollen weitere Anwendungs-
moglichkeiten diskutiert werden. Die vereinfachte Darstellung reduziert die praktischen Probleme
mit mathematischen Formeln auf das Wesentliche der Okonomie. Diese Grundkenntnisse zur
Modellierung 6konomischer Prozesse konnen dann im wirtschaftswissenschaftlichen
Hauptstudium genutzt und erweitert werden.

In Fachbiichern ist kaum der Platz fiir ausfiihrliche Beschreibungen des Losungsweges einzelner
Aufgaben vorhanden. Fiir zwei oder mehr Beispiele zu einem Aufgabentyp reicht der vorhandene
Platz schon gar nicht. Beispielaufgaben demonstrieren meistens einen bestimmten Sachverhalt,
der vorher theoretisch erklért wird.

In Aufgabenstellungen, sei es in der Praxis oder vielleicht auch nur in der Priifung, werden haufig
vom Bearbeiter verschiedene theoretische Grundlagen verlangt, die dann nach systematischer
Anwendung in mehreren Schritten zur Losung fithren. Das kénnen Verfahren sein, die in dem
gerade behandelten Kapitel nicht enthalten sind. Als Beispiele mogen die Losung von linearen
Gleichungssystemen bei der Methode der kleinsten Quadrate oder die Nullstellensuche eines
Polynoms bei der Eigenwertberechnung geniigen.

Mit den Musterlosungen mochte ich dem Wunsch zahlreicher Studierender nachkommen, die
Losungswege von Beispielaufgaben etwas ausfiihrlicher darzustellen. Es werden zu Beginn
Aufgaben vorgestellt, die der Leser zundchst ohne Hilfen selbststindig 16sen kann. In einem
zweiten Teil wird dann sehr ausfiihrlich ein Losungsweg in allen seinen Schritten beschrieben.
Die Aufgaben sind so formuliert, dass sie als Priifungsaufgabe vorkommen kénnen. Die félligen
Nebenrechnungen sind aus der Sicht einer Ubungsaufgabe geplant. In der praktischen
Anwendung kénnen natiirlich wesentlich umfangreichere Nebenrechnungen notwendig werden.

Den Anstof3 zu dieser Sammlung gab eine Liste von geschriebenen Priifungsaufgaben, die von
den Priiflingen nur mit groBer Miihe oder tiberhaupt nicht bearbeitet wurden. Die Auswahl der
Aufgaben ist noch iibersichtlich und iiberstreicht nur einige wichtige Grundlagen. Eine
Ergidnzung mit weiteren Aufgaben insbesondere zur linearen Algebra und zur linearen
Optimierung konnte vorgenommen werden. Bei dieser ausfiihrlichen Darstellung der Losungs-
wege muss immer auch die Gesamtseitenzahl und somit die Gesamtzahl der Aufgaben
beriicksichtigt werden.

Es werden typische Aufgaben aus der Wirtschaftsmathematik mit sehr ausfiihrlichen
Darstellungen des Losungsweges gezeigt. Die Losungsverfahren folgen der Vorlesung ,,Analysis
I & 11, die nach dem Buch von E. Larek ,,Analytische Methoden in der Wirtschaft* vom Peter-
Lang-Verlag gehalten wird, sowie der Vorlesung ,,Lineare Algebra und lineare Optimierung®, die
nach dem Buch von E. Larek ,Lineare Systeme in der Wirtschaft“ vom Peter-Lang-Verlag
gehalten wird.
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Die Aufgaben sind nach vier Schwerpunkten sortiert:

1. Analysis I, Funktionen einer Variablen

2. Analysis II, Funktionen mehrerer Variablen
3. Lineare Algebra

4. Lineare Optimierung

Bei der Bearbeitung der Aufgaben sollte der Leser auch auf Rechenfertigkeiten (z.B. bei
Berechnungen mit dem Taschenrechner) Wert legen, da in den Priifungen fiir die Lésung nur ein
begrenzter Zeitfond zur Verfligung steht. In der vorgegeben Gesamtzeit sind dann auch mehrere
Aufgaben mit sehr verschiedenen Verfahren zu losen.

Es ist zu wiinschen, dass dieses Buch ein Beitrag zum Abbau der Angste vor der Mathematik mit
seinen Methoden und Modellen wird. Die Wirtschaftsmathematik mochte eine Briicke zwischen
den vielen Moglichkeiten aus der Mathematik und den zahlreichen Anwendungen in den
Wirtschaftswissenschaften sein und dem Leser mit diesen Musterbeispielen Mut fiir weitere
Studien machen.

Emil Larek



1.1 AnalysisI 11

1 Musteraufgaben
1.1 Analysis |

Aufgabe 1.1
Untersuchen Sie die Funktion y = f(x) an der Stelle x, =3 auf Stetigkeit

0 fiir x<1
(x-1?%  fiir 1<x<3

A (x—S)2 fiir 3<x<5’
0 fiir  5<x
Aufgabe 1.2
Untersuchen Sie die Funktion y = f(x) an der Stelle x, =—1 auf Stetigkeit
2
x°—=2x-3
JxX)=—"—
x+1
Aufgabe 2.1
Wie heildt die erste Ableitung von
y= Jx-Inx?
Aufgabe 2.2
Wie heil3t die erste Ableitung von
_ X2 +6x+9 2
3x+4

Aufgabe 2.3
Wie heildt die erste Ableitung von

y:\/1—x2 ?

Aufgabe 3.1
Berechnen Sie die Nullstellen der Funktionen f(x)= x> —7x—Inx mit Hilfe des Newton-
Verfahrens auf vier Stellen hinter dem Komma genau.

Aufgabe 3.2
Man berechne alle Lésungen der Gleichung
x—cos(x) =1
mit Hilfe des Newton-Verfahrens auf vier Stellen hinter dem Komma genau.

Aufgabe 3.3

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktionen f(x)= x> —7x—Inx mit Hilfe des
Verfahrens Regula Falsi auf vier Stellen hinter dem Komma genau.

Aufgabe 3.4
Man berechne alle Lésungen der Gleichung
x—cos(x) =1
mit Hilfe des Verfahrens Regula Falsi auf vier Stellen hinter dem Komma genau.
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Aufgabe 3.5
Berechnen Sie die Nullstellen der Funktionen f(x) = x> —7x—Inx mit Hilfe der Fixpunkt-
iteration auf vier Stellen hinter dem Komma genau.

Aufgabe 3.6
Man berechne alle Lésungen der Gleichung
x—cos(x) =1
mit Hilfe der Fixpunktiteration auf vier Stellen hinter dem Komma genau.

Aufgabe 4.1
Ein Produzent befindet sich in Monopolstellung. Er mochte aus dem Umsatz U(x) und

den Kosten K(x) in Abhangigkeit von der produzierten Menge x einige
Schlussfolgerungen fur sein Unternehmen ableiten.

Als Kostenfunktion nimmt der Produzent K(x) = 500 +90x — x> +0,01x3 als Funktion von

der produzierten Menge x an.
Mit der Preisfunktion p(x) =165—-x und ergibt sich daraus folgende Umsatzfunktion

U(x)=p(x)-x.

Als Gewinnfunktion wird

G(x) =U(x) - K(x)
angenommen.
Alle Zahlen gelten fir eine bestimmte Produktionsperiode.
Als Kapazitatsgrenze wird x =100 Stick pro Periode angenommen.
Wo liegen die Gewinnschwelle und die Gewinngrenze?
Wie grof} ist das Gewinnmaximum?
Wo befindet sich das Maximum des Durchschnittsgewinns?

Aufgabe 4.2
(x-3)°

X

Man bestimme die Wachstumsrate der Funktion f(x)=2- +3 an den Stellen

XO=6 und x0=7.

Aufgabe 4.3

Eine Funktion e(x) =

x-f'(x)

J(x)

ist fur verschiedene Funktionen f(x) in der Wirtschaft

interessant. Gegeben ist die Funktion f(x)= x?+7.
Welcher Wert ergibt sich flr e(x) an der Stelle x =3,6?

Aufgabe 5.1

Gesucht ist die Darstellung der Funktion y = f(x) =2 mittels Taylor-Reihe an der Stelle
x9=0.

Man benutze unterschiedlich viele Ableitungen und vergleiche die Ubereinstimmung der
Taylor-Reihe mit der Ausgangsfunktion fur x =0,9.

Es werden bis zu drei Ableitungen verwendet.
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Aufgabe 5.2
Gesucht ist die Darstellung der Funktion y = f(x) =42+ x mittels Taylor-Reihe an der
Stelle x, =0.

Man benutze unterschiedlich viele Ableitungen und vergleiche die Ubereinstimmung der
Taylor-Reihe mit der Ausgangsfunktion fur x =0.,9.

Es werden bis zu drei Ableitungen verwendet.

Aufgabe 6.1
Man untersuche die Funktion f(x)=3%2-x auf lokale Extremwerte.

Aufgabe 6.2

Man untersuche die Funktion f(x)= el

~* auf lokale Extremwerte.

Aufgabe 7.1

2
Man berechne das bestimmte Integral I3\/4—2xdx .
0

Aufgabe 7.2

T
Man berechne das bestimmte Integral | x? - sin(x)dx .
0

Aufgabe 7.3

w

T

2

Man berechne das bestimmte Integral j e* - cos(x)dx .
A
2

Aufgabe 7.4
3

Man bestimme das Integral sz -e>™* dx mittels numerischer Verfahren.
1

Aufgabe 7.5

3
Man bestimme das Integral %Ix3 -e>™* dx mittels numerischer Verfahren.
0
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1.2 Analysis Il

Aufgabe 1.1

Gegeben ist die Funktion R = R(p,q) = p-(p* +$)—q-Q2p-gq+4).

Man bestimme fur die Funktion R mit den Variablen p und ¢ alle partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung. Schreiben Sie

a) den Gradienten und
b) die Hessematrix auf.

Aufgabe 1.2

Gegeben ist die Funktion W =W (K,L,R) = K> -cos(L +R2).

Man bestimme flr die Funktion W mit den Variablen K, L und R alle partiellen
Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Schreiben Sie

a) den Gradienten und
b) die Hessematrix auf.

Aufgabe 2.1
Bei einer Materialprufung wird der Wert fur S(4;,h,) aus der folgenden Beziehung
3
S(hy,hy) = Bl 1 p
12‘h1 l”~(h1 +h2)
untersucht.

Die MaterialgroRen £ =8.000, F =1,5und r =10sind exakt bekannt.
Die Messwerte fur #; = 0,1 und 4, = 0,4werden durch eine Versuchsreihe ermittelt.

Far den Wert von £, gilt eine Fehlertoleranz von 1% und fur den Wert von 4, gilt eine
Fehlertoleranz von +2%.

Man bestimme die absolute Maximalabweichung fur S(4;,h,) bei den gegebenen

Ungenauigkeiten von 4, und h;.
Wie grol} ist die relative Abweichung (der relative Fehler) flr S(#y,hy) ?

Aufgabe 2.2

Die relative Stillstandszeit einer Maschine (das Verhaltnis von Stillstandszeit zur
gesamten Einsatzzeit) lasst sich in Abhangigkeit von der Zeit ndherungsweise unter
Verwendung zweier Parameter 4 und B durch folgenden funktionalen Zusammenhang

beschreiben:

1+eA

Die Parameter 4 und B sind spezifische Grofen flr einen bestimmten Maschinentyp und
werden entsprechend aus Beobachtungswerten gewonnen.

In einem Spezialfall sei fur 4 = 0,74 und fur B = 0,26 ermittelt worden, wobei 4 mit einem
Fehler von 3 % und B mit einem Fehler von 8 % behaftet sein kdnnen.

S(x,4,B)=1-

Fur den Zeitpunkt x =4 soll der maximale relative Fehler der durch den gegebenen
funktionalen Zusammenhang errechneten Stillstandszeit angegeben werden.
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Aufgabe 3.1
Fir die Ermittlung der Werkzeugkosten Wy, je Stunde Standzeit einer Anlage wird die

folgende Funktion benutzt

WSt = WSt(KIats) :M-
Z, -t
Hierbei sind:
Anschaffungskosten A = 75.000 €
Restwert R = 5.800 €
Kosten der Instandsetzung K; = 30.000 €
Zahl der Standzeiten Z = 37
mittlere Standzeit t =15h

a) Bilden Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung nach K; und ¢, .
b) Bestimmen Sie die Elastizitdten der Werkzeugkosten je Stunde W, (K;,t;) bezuglich
der Kosten der Instandsetzung K; und der mittleren Standzeit .

Aufgabe 3.2
Flr die Ermittlung des Kaufpreises fur ein Unternehmen U, wird bei der Methode der
Ubergewinnkapitalisierung die folgende Funktion benutzt

Uy, =Uy,(i,)) = RW+GZ—..RW'
Hierbei sind:
Unternehmenswert(Kaufpreis) U,
Reproduktionswert(Substanzwert) R, = 3.000.000 €.
Jahrlicher Gewinn G = 200.000 €.
Kalkulationszinssatz i = 0,1
Risikozinssatz fir Ubergewinne = 0,15

a) Bilden Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung nach i und .
b) Bestimmen Sie die Elastizitdten des Unternehmenswertes U,, =U,,(i,j) bezlglich

des Kalkulationszinssatzes i und des Risikozinssatzes ;.
c) Der jahrliche Gewinn des Unternehmens betrage 400.000 €. Bestimmen Sie die
Elastizitaten des Unternehmenswertes U, =U,(i,j) bezuglich des Kalkulations-

zinssatzes i und des Risikozinssatzes ;.

Aufgabe 4.1
Gegeben ist die Funktion R = R(p,q) = p-(p* +%)—q-(2p—q+4).

a) Man bestimme fur die Funktion R mit den Variablen p und ¢ alle partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung. Schreiben Sie den Gradienten und die Hessematrix auf.
b) Man untersuche diese Funktion auf relative Extremwerte.

Aufgabe 4.2
Gegeben ist die Funktion U = U(x, y,z) = x> — ° —%22 +2xz+2y—6z.

a) Man bestimme fir die Funktion U mit den Variablen x, y und z alle partiellen
Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Wie lauten der Gradient und die Hessematrix?
b) Man untersuche diese Funktion auf relative Extremwerte.
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Aufgabe 5.1
Ein betriebswirtschaftlicher Zusammenhang zwischen den Kosten und dem sonstigen
Verbrauch soll aus einer Beobachtungsserie funktionell dargestellt werden.

s |15 3 2 7

K |9 5 6 8 4

Als Funktion werden die Kosten K in Abhangigkeit vom sonstigen Verbrauch s
K(s)=A4+B- 1 angenommen.
S

Bestimmen Sie entsprechend der gegebenen Messwerte die Koeffizienten 4 und B

der Regressionsfunktion K(s) =A+ B-l.
S

Welche Kosten K sind fur s =7,5 zu erwarten?

Aufgabe 5.2

Ein betriebswirtschaftlicher Zusammenhang zwischen den Kosten und dem sonstigen
Verbrauch und den Mietkosten soll aus einer Beobachtungsserie funktionell dargestellt
werden.

X1k 1 2,1 2 22 4 51 1 34 2 1

X2k L1 4 929 13 4 51 9 1,1 41
K 0,2 6,1 53 54 0,1 51 29 88 09 28

Als Funktion werden die Kosten K in Abhangigkeit vom sonstigen Verbrauch x4 und den
Mietkosten xo K(x,x9) = A+ B-x; +C-,/x, angenommen.

Bestimmen Sie entsprechend der gegebenen Messwerte die Koeffizienten 4, B und C
der Regressionsfunktion K(xj,xy)=A+B-x; +C- \/Z

Welche Kosten K sind fur x; =7,5; x, = 6,5 zu erwarten?
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1.3 Lineare Algebra

Aufgabe 1.1
Man bestimme die Determinante

6 -9 3 -4 10
2 -4 3 2 -3
-2 5 =3 2 -1
mit dem Entwicklungssatz von Laplace.

Aufgabe 1.2
Man bestimme die Determinante
2 -3 1 =2 3
-4 6 -2 5 -6
6 -9 3 -4 10
2 -3 3 -2 -3
-2 5 =3 2 -1
mit dem Entwicklungssatz von Laplace.

0 -1

Aufgabe 2.1
1 2 3
1 0 2
: , , 3 47
Gegeben sind die Matrizen A4=|1 2 1 |und B= 5 1 3
3
|

1

a) Bestimmen Sie die Matrizen C = A-B und D = B- A, wenn das mdglich ist.
b) Welches Format haben die Matrizen C bzw. D?

Aufgabe 2.2

In einem Unternehmen werden Zwischenprodukte (Z;) zu Endprodukten (E;) verarbeitet.
Der Rohstoffbedarf flr die Produktion der Zwischenprodukte und der Bedarf an
Zwischenprodukten fur die Endfertigung jeweils in Mengeneinheiten (ME) sind der
folgenden Tabelle zu entnehmen:

71| 72y | 74
Ri| 3|13 Ei | By | Bs | By
R 12 4 Zi 1210
R; | 3 0 1 Z, | 2 3 0 1
R 12 3 Z 1212

a) Das Unternehmen hat Lieferverpflichtungen fur die Endprodukte bei E; mit 175 ME,
bei E, mit 175 ME, bei E; mit 125 ME und bei E4 mit 125 ME.

Welche Mengen der Rohstoffe (R;) werden flr die Lieferverpflichtungen bendtigt?

b) Wie erhoht sich der Rohstoffverbrauch, wenn ein zusatzlicher Bedarf bei den drei
Zwischenprodukten von Z; mit 10 ME, Z, mit 15 ME bzw. Z; mit 5 ME besteht?

Aufgabe 2.3
Ein Unternehmen benutzt flr die Herstellung bestimmter Produkte flnf verschiedene
Standorte. Die Zwischenprodukte werden von einem Standort zum nachsten
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transportiert. Aulerdem werden nicht nur die Endprodukte sondern auch Zwischen-
produkte fur den Primarbedarf abgegeben.
Die Produktionskette kann schematisch wie folgt dargestellt werden.

Produktion —> Verbrauch ------ >
Sekundarproduktion Primarproduktion
X1 X2
A4 A23
\ 4 A3,4 A
& Xa X3 »
y4 y3
A4 Ass
X5
,,,,,,, » y5
Die Verflechtungsmatrizen sind bekannt
2 1 3] 2 2 33
51 2 1 21 0 3 4
A= L3 5,A2,3= 1 2 4|, As4=|1 1 2 2|,A35= |2 1 2 1 1
2 1 1] 1 2 3 4 1 3 3 21

1 0 2 0 3

01 5 0 7
und A4,5 = .

1 2 0 4 1

2 21 3 0

Wie grol} ist der Rohstoffverbrauch (R) fur eine Endfertigung (E) von 2 ME von E , von
4 ME von E, , von 6 ME von E3 , von 8 ME von E4 und 10 ME von Es, wenn auch an
den Standorten 3 und 4 Zwischenprodukte zum Verbrauch bereitgestellt werden?

Am Standort 3 werden von den drei Zwischenprodukten je 2 ME, 3 ME und 4 ME
abgegeben. Am Standort 4 werden von den vier Zwischenprodukten jeweils 2 ME
abgegeben.

Aufgabe 3.1
Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem und geben Sie die allgemeine Losung
in Vektorform an! Wie grol} ist der Freiheitsgrad?

X1 — Xy — X3 + Xy = 5
2x1 + Xy +3X3 — Xy = 7
—3X1 —3X2 —7X3 +3X4 = -9

Geben Sie zwei mogliche ganzzahlige Losungen mit nicht negativen Werten fur alle x;
i=12,3,4 an.

Aufgabe 3.2
Ldsen Sie das folgende lineare Gleichungssystem und geben Sie die allgemeine Losung
in Vektorform an! Wie grol} ist der Freiheitsgrad?
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Xy  +5x3 —3x4 +2x5 = 51

-x1 +3xp —-x3 -—-x4 +x5 = 9
2xp —xp +4x3 —-x4 -—x5 = 15
Xy +3xp +8x3 —5x4 +2x5 = 75
—-X] =Xy +2x3 —-x4 +2x5 = 27

Geben Sie zwei mdgliche ganzzahlige Lésungen mit nicht negativen Werten fir alle x;
i1=1,2,3,4,5 an.

Aufgabe 4.1
Aus der Gleichung A-X-B=C-2X mit
1 2 3 2 1 2 1 1 -5
A={0 1 2|,B=|0 2 3jundC=|-2 -1 -5
0 0 1 1 0 2 -1 0 =5

ist die Matrix X zu bestimmen.

Aufgabe 4.2

In einem Unternehmen werden Halbprodukte (H) eines Teilbetriebes zu Endprodukten
(E) verarbeitet. Der Materialverbrauch (M) des Teilbetriebes und der Bedarf an Halb-
produkten fur die Endfertigung sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

alle Angaben in Materialverbrauch des Verbrauch an Halbprodukten bei
Mengeneinheiten ME ! Teilbetriebes der Endfertigung
M | My | M Ei | E; Es
Halbprodukt H4 1 1 1
Halbprodukt H> 1 1 1 1
Halbprodukt H; 1 1 1 1
Halbprodukt H4 1 1

An Rohmaterial sind die Mengen M4 =800, M, =680 und M3z =590 ME vorhanden.
Welche Mengen des Endproduktes (E) konnen produziert werden, wenn von den
Halbprodukten y»1 =10, y22 =22 und y»3 =50 und y24 = 20 ME und vom Rohmaterial y11 =
100, y12 =200 und y13 =150 ME zusatzlich abgegeben werden sollen?

Aufgabe 5.1
1 2 4

Man bestimme fur die Matrix M ={2 1 -2 | alle Eigenwerte.
4 2 1

Wie lautet der Eigenvektor, der zum groften Eigenwert gehort?
Hinweis: Der Eigenvektor ist als Einheitsvektor anzugeben.

Aufgabe 5.2
5 00

Man bestimme fur die Matrix M =|2 3 2| alle Eigenwerte.
3 45

Wie lautet der Eigenvektor, der zum grof3ten Eigenwert gehort?
Hinweis: Der Eigenvektor ist als Einheitsvektor anzugeben.



20 1 Musteraufgaben
1.4 Lineare Optimierung

Aufgabe 1.1

Ein Farmer bewirtschaftet 400 ha Ackerland. Er baut Raps, Mais und Roggen auf diesen
Flachen an. Er hat flir die Bearbeitung, Aussaat und Ernte insgesamt 80 T€ zur
Verfugung, die er, auf 300 Arbeitstage verteilt, einsetzen kann.

Raps | Mais | Roggen
Anbaukosten (€ je ha) 100 200 400
Arbeitstage (Tage je ha) 0,5 1 0,2
Gewinn (T€ je ha) 2 3 4

Mais soll auf héchstens 100 ha angebaut werden und die Anbauflache fur Raps soll
mindestens 75% der Anbauflachen von Mais und Roggen zusammen betragen.

Wie viel ha sollte der Farmer von den einzelnen Fruchtarten anbauen, damit der
Gesamtgewinn maximal wird?

Stellen Sie das mathematische Modell auf und geben Sie die zugehdrige 1. Normalform
an.

Aufgabe 1.2

In einem mechanischen Betrieb werden aus vorgefertigten Teilen drei Produkte A, B und
C hergestellt. Fur die Endmontage aller drei Produkte wird eine gemeinsame Maschine
benutzt, deren Maschinenzeit von maximal 120 h je Woche einen Engpass
(Flaschenhals) darstellt.

A B C
Verkaufspreis je Stiick (€ je Stk.) p 14.000 | 12.000 | 10.000
Variable Kosten je Stiick (€ je Stk.) ky 13.000 | 9.000 | 6.000
Belastung der Maschine (h je Stk.) 1 2 3

Von jedem der Produkte A, B und C sollen mindestens 6 und héchstens 30 Stick je
Woche hergestellt werden. Dem Betrieb entstehen 100.000€ je Woche an Fixkosten
wahrend der Produktion.

Mit welcher Stuckproduktion erzielt der Betrieb den hochsten Bruttogewinn (absoluter
Deckungsbeitragd =p -k, ) ?

Stellen Sie das mathematische Modell auf und geben Sie die zugehdrige 1. Normalform

an.

Aufgabe 2.1

Gegeben ist das Optimierungsproblem z=2x; —3x, — max
— X1 + Xy <9
6x; +5x, < 60 mit x; > 0und x, = beliebig.
2x;  +3xy > 12

Man I0se dieses lineare Optimierungsproblem grafisch.
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Aufgabe 2.2
Gegeben ist das Optimierungsproblem z=12x; —4x, — min
-X + X < 8
X1 + 3X2 > . . s
mit x; und x, = beliebig.
X1 + 2)C2 < 10
- 3x1 + X < 12

Man l6se dieses lineare Optimierungsproblem grafisch.

Aufgabe 3.1
Die Zusammenstellung aller Aussagen ergibt das mathematische Modell fir ein lineares
Optimierungsproblem mit einer Zielfunktion, funf Nebenbedingungen und gultigen
Nichtnegativitatsbedingungen fur die drei vorkommenden Variablen x;, x, und x;.
Zielfunktion z=2-x+3-x)+4-x3 > max
Nebenbedingungen X1 + Xy +x3 <400

100 - x; +200- x5 +400 - x3 < 80.000

0,5')61 +1'X2 +0,2'X3 <300

X2 <100
4)61 —3X2 —3)63 >0
Nichtnegativitatsbedingung x120,x)20,x3 20

Wie lautet die 1. Normalform dieses linearen Optimierungsproblems?
Lésen Sie diese Aufgabe mit dem Simplexalgorithmus.

Aufgabe 3.2
Gegeben ist die Optimierungsaufgabe mit einer Zielfunktion, drei Nebenbedingungen
und gultigen Nichtnegativitatsbedingungen fir die vier vorkommenden Variablen xi, x,, x3
und X4.
Zielfunktion z=2-X] —Xp —X3 —X4 —> min
Nebenbedingungen 2x) +x3 —2x4 <8
X —Xp tX3—X4 =-3
—X]+tX3+XxXgq = 5
Nichtnegativitatsbedingung x120,xp 20,x3 20,x4 20

Wie lautet die 1. Normalform dieses linearen Optimierungsproblems?
Lésen Sie diese Aufgabe mit dem Simplexalgorithmus.

Aufgabe 3.3
Die Zusammenstellung aller Aussagen ergibt das mathematische Modell fur ein lineares
Optimierungsproblem mit einer Zielfunktion, drei Nebenbedingungen und gtiltigen Nicht-
negativitatsbedingungen fir die drei vorkommenden Variablen x4, x und xs.
Zielfunktion (*1) z=2-x+2-x+4 -x3 > max
Nebenbedingungen (*2) x+x, <4

(*.3) X1 +2')C3 <8

(*.4) X1 +Xxo +2-X3 <10
Nichtnegativitatsbedingung (*5) x20,xp20,x320
Wie lautet die 1. Normalform dieses linearen Optimierungsproblems?
Ldsen Sie diese Aufgabe mit dem Simplexalgorithmus.
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Aufgabe 3.4

Die Zusammenstellung aller Aussagen ergibt das mathematische Modell fur ein lineares
Optimierungsproblem mit einer Zielfunktion, sieben Nebenbedingungen und gultigen
Nichtnegativitatsbedingungen fur die drei vorkommenden Variablen x4, x, und x3.

Zielfunktion (*1) z=1-x+3-xp +4-x3 -100 > max
Nebenbedingungen (*2) x+2-xp+3-x3<120

(*3) x 26

(*4) x; <30

(*5) xp, 26

(*.6) x, <30

(*7) x3=6

(*.8) x3<30
Nichtnegativitatsbedingung (*9) x20,xp 20,x3 20

Wie lautet die 1. Normalform dieses linearen Optimierungsproblems?
Ldsen Sie diese Aufgabe mit dem Simplexalgorithmus.

Aufgabe 3.5

Die Zusammenstellung aller Aussagen ergibt das mathematische Modell fur ein lineares
Optimierungsproblem mit einer Zielfunktion, vier Nebenbedingungen und den beiden
vorkommenden Variablen x1 und x, die die Nichtnegativitatsbedingung nicht erfullen.

Zielfunktion (*1) z=12-x;-4-xp > min
Nebenbedingungen (*2) —x;+xy <8

(*3) x1+3-x2 >6

(*4) x1+2-x2 <10

(*5) —-3-x1+xp<12
Nichtnegativitatsbedingung (*.6) x;,xp beliebig

Wie lautet die 1. Normalform dieses linearen Optimierungsproblems?
Ldsen Sie diese Aufgabe mit dem Simplexalgorithmus.

Aufgabe 3.6

Die Zusammenstellung aller Aussagen ergibt das mathematische Modell fiir ein lineares
Optimierungsproblem mit einer Zielfunktion, drei Nebenbedingungen und gultigen Nicht-
negativitatsbedingungen flr die vorkommenden Variablen x; und x;.

Zielfunktion (*.1) z=3-x;+2-xp > min
Nebenbedingungen (*2) x;+3x, 218

(*3) xp+xp 212

(*4) 2x1+x, 216
Nichtnegativitatsbedingung (*5) x20,x,20

Lésen Sie diese Aufgabe mit dem Simplexalgorithmus.
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2 Musterlosungen

2.1 Analysis |

Aufgabe 1.1
Untersuchen Sie die Funktion y = f(x) an der Stelle x, =3 auf Stetigkeit

0 fiir  x<1
(x-1?%  fiir 1<x<3
()6—5)2 fiir 3<x<5’

0 fiir  5<x

f(x) =

Losung

Eine Funktion y = f(x) ist an der Stelle x =a stetig, wenn

lim f(x) = f(a)

x—a
gilt.
Es ist eine Bedingung, dass der Punkt ¢ € R und jede Umgebung U(a)€ R zum Definitions-
bereich Dy einer Funktion y = f(x) gehoren.

Eine Funktion y = f(x) ist in einem Punkt x = a stetig, wenn
1. die Funktion y = f(x) in a definiert ist und fla) existiert,

2. der linksseitige Grenzwert lim f(x) und der rechtsseitige Grenzwert lim f(x)
x—a—=0 x—>a+0
existieren und iibereinstimmen lim f(x)= lim f(x) und
x—>a—0 x—>a+0
3. die Grenzwerte mit dem Funktionswert f{a) libereinstimmen
lim f(x)= lim f(x)=f(a) .
x—>a—0 x—a+0

Zum Nachweis der Stetigkeit einer Funktion y = f(x) in einem Punkt x = a sind diese drei
Nachweise zu fiihren.

Stimmt der Grenzwert mit dem Funktionswert an der Stelle 3 {iberein lim f(x) = f(3)?
x—3

Zuniichst wird der Funktionswert f(3) bestimmt.
0 fiir x<1

(x— 1)2 fiir 1<x<3

(x— 5)2 fiir 3<x<5
0 fiir  5<x

bereich besteht aus vier Teilintervallen, die die Menge der reellen Zahlen iiberall dicht beinhalten
Dy = {reR}. Die Stelle xy,=3 liegt im dritten Intervall 3<x<5, fir das der Teil

f(x) = (x—5)? gilt.
Der Funktionswert an der Stelle x; =3 berechnet sich nach f(3)=(3- 5)2 und ergibt den Wert
4 f(3)=4.

Die Funktion f(x)= ist abschnittsweise definiert. Der Definitions-
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Dann wird der Grenzwert lim f(x) bestimmt.
x—3

Eine Funktion y = f(x) hat an der Stelle x =a den Grenzwert F , wenn fiir jede beliebige

Zahlenfolge {x,} aus dem Definitionsbereich D der Funktion mit dem Grenzwert lim x, =a
n—»0

die zugehorige Folge der Funktionswerte { f (xn)} den Grenzwert lim f(x,)=F hat.
n—»0

Der Grenzwert lim f(x) existiert nur dann, wenn der linksseitige Grenzwert lim f(x) und der

x—3 x—3-0
rechtsseitige Grenzwert lim f(x) existieren und {ibereinstimmen
x—3+0
lim f (x) = 11m f (x) = hm f (x).
x—3-0

Zur Bildung des linksseitigen Grenzwertes lim f(x) wird eine Folge {xn} bendtigt, die
x—3-0

gegen 3 konvergiert lim x,, = 3. Alle Glieder dieser Folge {xn} miissen kleiner als 3 sein.
n—>®0

Diese Folge {x, } kann leicht als Summe einer konstanten Folge und einer Nullfolge konstruiert
werden.
Die Folge {xn } = {3 - —} erfiillt genau die genannten Forderungen lim (3 - —) 3.

n—>0

Die Folge der Funktionswerte entsteht durch Einsetzen der Folge {x,}= {3 —;} in die Funktion

f(x)=(x- 1)2 aus dem zweiten Intervall 1 < x <3, denn nur in diesem Intervall sind die Glieder
der Folge {x, } zugelassen.

Der Grenzwert lim f(x) wird aktuell durch lim ()c—l)2 berechnet.
x—3-0 x—3-0

Die Folge der Funktionswerte hei3t dann { f(x, )} = {((3 — %) — 1)2} .

. . 2 . . .
Der Grenzwert lim f(x)= lim ((3 - 1) ist nun ein Grenzwert einer Folge von
x—3-0 n—>0 n
Funktionswerten.
. . 2 . .
Zunéchst wird der Ausdruck lim ((3 — %) - 1) durch Auflésen der beiden Klammern vereinfacht,
n—>0
um dann die einzelnen Grenzwerte zu bestimmen.

hm((3——) 1If = tim(3-L-1f = tim(2-1f = 11m(4 21y j=4—0+o=4
Nn—>0

n—0 n n—00

Der Grenzwert lim f(x) heil3t 4.
x—3-0

Zur Bildung des rechtsseitigen Grenzwertes lim f(x) wird eine Folge {xn} bendtigt, die
x—3+0

gegen 3 konvergiert lim x, =3. Alle Glieder dieser Folge {xn} miissen groBer als 3 sein.
n—»0

Diese Folge {xn} kann leicht als Summe einer konstanten Folge und einer Nullfolge konstruiert
werden.
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Die Folge {xn } = {3 + %} erfiillt genau die genannten Forderungen lim (3 + %) =3.
n—»0

Die Folge der Funktionswerte entsteht durch Einsetzen der Folge {xn } = {3 +%} in die Funktion

f(x)=(x- 5)2 aus dem dritten Intervall 3 < x <5, denn nur in diesem Intervall sind die Glieder
der Folge {x, } zugelassen.

Der Grenzwert lim f(x) wird aktuell durch lim ()c—5)2 berechnet.
x—34+0 x—34+0

Die Folge der Funktionswerte heif3t dann { f(x, )} = {((3 + %) - 5)2} .

. . 2. . .
Der Grenzwert lim f(x)= lim ((3+l)—5) ist nun ein Grenzwert einer Folge von
x—3+0 n—>0 n

Funktionswerten.

2
Zunéchst wird der Ausdruck lim ((3 + %) — 5) durch Auflésen der beiden Klammern
n—»0

vereinfacht, um dann die einzelnen Grenzwerte zu bestimmen.

lim (3+1)—5f = tim(3+1-5) = mnkz—lfz1m(}+2%+ij=4+0+0=4

2
n—0 n—>o0 n n—>0 n n—>0 n

Der Grenzwert lim f(x) hei3t ebenfalls 4.
x—3+0

Aus der Gleichheit des linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwertes folgt der Grenzwert
lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =4.
x—3-0 x—3+0 x—3
0 fiir  x<l1
(x— 1)2 fiir 1<x<3
(x— 5)2 fiir 3<x<5
0 fiir  5<x

Die Funktion f(x)= ist an der Stelle x =3 stetig, wenn

lim /()= /(3) gilt.

Der Grenzwert lim f(x) =4 stimmt mit dem Funktionswert f(3) =4 iiberein.
x—3

lim f(x) = /() =4

0 fiir  x<l1
(x—l)2 fiir 1<x<3
(x—S)2 fiir 3<x<5

0 fiir  5<x

Die Funktion f(x)= ist an der Stelle x =3 stetig.
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Aufgabe 1.2
Untersuchen Sie die Funktion y = f(x) an der Stelle x, = -1 auf Stetigkeit

x2 -2x-3
x+1 '

Jf(x) =

Losung

Eine Funktion y = f(x) ist an der Stelle x = a stetig, wenn

lim f(x) = f(a)

Xx—>a
gilt.
Es ist eine Bedingung, dass der Punkt a € R und jede Umgebung U(a)€ R zum Definitions-
bereich Dy einer Funktion y = f(x) gehoren.

Eine Funktion y = f(x) ist in einem Punkt x = a stetig, wenn
l. die Funktion y = f(x) in a definiert ist und f{a) existiert,

2. der linksseitige Grenzwert lim f(x) und der rechtsseitige Grenzwert lim f(x)
x—a—0 x—a+0
existieren und iibereinstimmen lim f(x)= lim f(x) und
x—>a—0 x—a+0
3. die Grenzwerte mit dem Funktionswert f{a) ibereinstimmen
lim f(x)= lim f(x)=f(a) .
x—a—0 x—a+0

Zum Nachweis der Stetigkeit einer Funktion y = f(x) in einem Punkt x = a sind diese drei
Nachweise zu flihren.

Stimmt der Grenzwert mit dem Funktionswert an der Stelle —1 iiberein lim f(x)= f(-1)?

x—>-1
Zunichst wird der Funktionswert f(—1) bestimmt.
2
Die Funktion f(x)= x—23;3 ist als gebrochener Ausdruck definiert. Der Funktionswert an
X+

der Stelle x; =—1 kann nicht berechnet werden, da sich fiir den Zahler und den Nenner null
. . 0
ergeben. Es entsteht ein unbestimmter Ausdruck o “.

Der Definitionsbereich D ; = {x ERAX# —1} , ist die Menge aller reellen Zahlen mit Ausnahme

von —1.

Dann wird der Grenzwert lim f(x) bestimmt.
x—-1
Eine Funktion y = f(x) hat an der Stelle x=a den Grenzwert F , wenn fiir jede beliebige
Zahlenfolge {x,} aus dem Definitionsbereich D der Funktion mit dem Grenzwert lim x, =a
n—0

die zugehorige Folge der Funktionswerte { f (xn)} den Grenzwert lim f(x,)=F hat.
n—»00
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Der Grenzwert' lim f(x) existiert nur dann, wenn der linksseitige Grenzwert  lim  f(x)

x—>-1 x—>-1-0
und der rechtsseitige Grenzwert lim  f(x) existieren und libereinstimmen
x—>—1+0
lim f(x)= Ilim f(x)= lim f(x).
x—>-1-0 x—>—1+0 x—>-1

Zur Bildung des linksseitigen Grenzwertes lim f(x) wird eine Folge {xn} benotigt, die
x—>-1-0

gegen —1 konvergiert lim x, =—1. Alle Glieder dieser Folge {xn } miissen kleiner als —1 sein.
n—©0

Diese Folge {xn } kann leicht als Summe einer konstanten Folge und einer Nullfolge konstruiert
werden.

Die Folge {xn } = % 1- %} erfiillt genau die genannten Forderungen lin (-1- %) =-1.
n o0

Die Folge der Funktionswerte entsteht durch Einsetzen der Folge {xn } = % 1 — = in die Funktion

I |~

x2—2x—3
x+1 '

fx)=

2
Der Grenzwert lim  f(x) wird durch lim X m2x-3 berechnet.
x—>-1-0 x—>-1-0  x+1

(-1-1)% -2(-1-1)-3

Die Folge der Funktionswerte heif3t dann { f(x, )} = 0
(-1-3)+1
n

(-1-12 —2-1-1)-3
Der Grenzwert lim f(x) = lim U U ist nun ein Grenzwert einer Folge
x—>-1-0 n—»o (-1-Ly+1
n

von Funktionswerten.
(-1-1)% =2(-1-1)-3

n

Zunachst wird der Ausdruck lim durch Auflosen der Klammern

n—>o0 (—1—%)+1

vereinfacht, um dann die einzelnen Grenzwerte zu bestimmen.

T T R REAT

lim n = lim n ~ lim

n=> (_l_l)"‘l n—0 —1-141 n—ow —L
n n n

lim —n-(hLJ = lim —4—% =—4-0=—4

n—w no,2 n—>w

Der Grenzwert lim  f(x) heiit —4.
x—>-1-0

Zur Bildung des rechtsseitigen Grenzwertes lim f(x) wird eine Folge {xn } bendtigt, die
x—>—-1+0

gegen —1 konvergiert lim x, =—1. Alle Glieder dieser Folge {xn} missen grofer als —1 sein.
n—>©0

' Die Regel von I’Hospital soll mit diesem Beispiel nicht geiibt werden.
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Diese Folge {x, } kann leicht als Summe einer konstanten Folge und einer Nullfolge konstruiert
werden.

Die Folge {xn {71+ } erflillt genau die genannten Forderungen lim (—1+ —) =

n—»>a0

Die Folge der Funktionswerte entsteht durch Einsetzen der Folge xn = %1+;} in die

2 — —
Funktion f(x) =~ 2% =3
x+1
. . . x?—2x-3
Der Grenzwert lim  f(x) wird aktuell durch lim ————— berechnet.
x——1+0 x—>-1+0  x+1

-1+ 12 —2-1+ 1) -3
Die Folge der Funktionswerte heiBt dann {f(x,)}= L L :
(—1+ %) +1

(—1+%)2 ~2(-1+1)-3

Der Grenzwert lim f(x) = lim

ist nun ein Grenzwert einer Folge
x—>-1+0 n—>o0 (_1+l)+1
n

von Funktionswerten.

-1+ 92 —2(-1+1)-3
Zunichst wird der Ausdruck lim L L durch Auflésen der Klammern
n—>o -1+ %) +1

vereinfacht, um dann die einzelnen Grenzwerte zu bestimmen.

-1+ 12 o<1+ 1)-3 1-2+L42-2_3 _
; n n — 1 no, n _
lim lim lim

n—»00 (—1+%)+] n—»00 —1+%+] n—»o0 =

lim n-[—i+ij = lim —4+% =—4+40=-4

n—> noo,2 H—>0

Der Grenzwert lim  f(x) heiB3t ebenfalls —4.
x—>-1-0

Aus der Gleichheit des linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwertes folgt der Grenzwert

lim f(x)= Ilim f(x)= lim f(x)=

x—>-1-0 x—>-=1+0 x—-1
. . x?-2x-3 . .
Die Funktion f(x)= 1 ist an der Stelle x = —1 stetig, wenn
X+
lim f(x)=f(-1) gilt.
x—>-1
Der Grenzwert lim f(x) = —4 kann nicht mit dem Funktionswert f(—1) {ibereinstimmen, da
x—-1
. . . . . x?—2x-3
der Funktionswert nicht existiert. Die Funktion f(x)= 1 hat an der Stelle xy =-1
X+

eine Licke.
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2
Die Funktion f(x)= X—Z)i3 ist an der Stelle xy = —1 unstetig.
X+

Die Stelle x =a ist eine hebbare Unstetigkeit, wenn der Grenzwert lim f(x) existiert, aber die
xX—>a

Funktion y = f(x) in x = a nicht definiert ist.

2 J— J—
Die Funktion f(x)= x—2)i3 ist an der Stelle x( = —1 hebbar unstetig.
X+

Was bedeutet hebbare Unstetigkeit?
Der ,,Mangel* der Unstetigkeit kann behoben werden.

Diese Funktion wird stetig, wenn der Funktionswert lim f(x)= f(-1) gleich dem Grenzwert
x——1
gesetzt wird.

2
Das kann erreicht werden. Die Funktion f (x):x—2x3 besteht im Zdhler aus zwei
X

Binomen, die miteinander multipliziert werden
2
x°—2x-3 x+1)-(x-3
o) - @) (x=3)
x+1 x+1

Durch Kiirzen entsteht eine iiberall stetige Funktion f(x)=x—3 mit denselben Eigenschaften,

2 — —
die auch f(x)= X m2xm3 besitzt.
x+1
. . x?-2x-3 o .
Die Funktionen f(x)= —1 und f(x) =x—3 unterscheiden sich genau in einem Punkt
X+

P(-1;—4).



