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Vorwort

Nachrichten werden in technischer Hinsicht durch Signale dargestellt. Die Erzeugung, die
Ubertragung und der Empfang dieser Signale ist daher eine wesentliche Grundlage der Nach-
richtentechnik. Mit diesen Aspekten befasst sich das vorliegende Buch, wobei der Schwer-
punkt gemiR ihrer technischen Bedeutung auf den digitalen Ubertragungssystemen liegt.
Dabei spielen oft spezielle Filterfunktionen eine wichtige Rolle. Fragt man sich dann, wie bei-
spielsweise ein Kosinus-roll-off-Filter oder ein signalangepasstes Filter implementiert wird, so
begibt man sich auf das Gebiet der digitalen Signalverarbeitung. Daher geht das Buch auch
auf die fiir die Nachrichtentechnik wichtigen Aspekte der digitalen Signalverarbeitung ein. Fiir
die Kommunikationssysteme wie Internet oder Mobilfunk, die wir heute intensiv nutzen, ist
die Ubertragungstechnik ein ganz wesentlicher Baustein. Aber es werden auch Vermittlungs-
technik und Dateniibertragungsprotokolle benoétigt, deren Grundlagen ebenfalls in knapper
Form behandelt werden.

Um den Stoff zu vertiefen, gibt es zu jedem Kapitel einige Ubungsaufgaben. Beim selbststin-
digen Bearbeiten der Aufgaben ist es wichtig, die eigenen Ergebnisse kontrollieren zu kénnen,
daher stehen die Losungen dazu im Anhang. Eine gro8e Bedeutung hat heute die Simulation,
mit deren Hilfe nicht nur kompliziertere Fragestellungen bearbeitet werden kénnen. Die den
Simulationen zugrunde liegenden zeitdiskreten Modelle bilden hiufig eine hard- oder soft-
warebasierte Implementierung eins zu eins ab. Sie kénnen daher auch der Uberpriifung einer
solchen Implementierung oder der automatischen Codegenerierung dienen. Daher werden
auf der Internetseite zum Buch Ubungen mit den Simulationstools MATLAB und Scilab be-
schrieben.

Der vorliegende Text basiert teilweise auf dem Buch Grundlagen der digitalen Kommunikati-
onstechnik (Hanser-Verlag, 2006). Dessen Inhalt wurde jedoch so stark iiberarbeitet und vollig
neu strukturiert, dass das vorliegende Buch den neuen Titel Grundlagen der Nachrichtentech-
nik bekommen hat.

Ich bedanke mich bei dem Team des Carl Hanser Verlages Franziska Jacob, Franziska Kauf-
mann und Manuel Leppert fiir zahlreiche Anregungen zum Konzept und zur Gestaltung des
Buches sowie ihre Hilfe bei inhaltlichen und technischen Fragen. Und ich bedanke mich bei
meiner Frau, die ganz wesentlich zur richtigen Rechtschreibung beigetragen hat.

Schmalkalden, im Mai 2018 Carsten Roppel

Internetseite mit Begleitmaterialien zum Buch:

http:/lwww.hs-schmalkalden.de/nachrichtentechnik
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Einfihrung

Dieses Kapitel gibt einen ersten Uberblick iiber die Elemente digitaler und analoger Ubertra-
gungssysteme. Daneben gehen wir auch auf die wichtigsten Standardisierungsgremien ein, die
dafiir sorgen, dass Systeme verschiedener Hersteller miteinander kommunizieren kénnen.

B 1.1 Nachrichtentechnik — ein Uberblick

Zwei Computer sind iiber ein Kommunikationsnetz verbunden und tauschen Daten aus
(Bild 1.1) — dieses Prinzip liegt vielen Anwendungen der Nachrichtentechnik zugrunde. Bei-
spielsweise kann es sich bei einem Computer um den privaten PC zu Hause handeln, der
mit einem Server eines Internetanbieters kommuniziert. Es kann sich aber auch um einen
Computer in einer Fertigungslinie handeln, der Daten von Sensoren erfasst und an einen Zen-
tralrechner {ibermittelt. Oder um Steuergeréte fiir Antrieb, Bremsen usw. in einem Fahrzeug.
Entsprechend der Vielzahl dieser Anwendungen kommen viele verschiedene Ubertragungs-
systeme zum Einsatz: Ethernet, WLAN (Wireless Local Area Network), Bluetooth, DSL (Digital
Subscriber Line) oder Feldbusse fiir kiirzere Entfernungen und die Ubertragung iiber Licht-
wellenleiter, Richtfunk oder Satellit bei grof3en Entfernungen.

Kommunikations-

Computer
netz

Computer

Bild 1.1 Ein Kommunikationssystem

Trotz dieser Vielzahl gibt es grundlegende Funktionen, die den Systemen gemeinsam sind.
Bild 1.2 zeigt ein allgemeines Modell eines Ubertragungssystems. Im Sender finden wir die
Quellen- und Kanalcodierung sowie die Modulation. Der Empfénger besteht aus den entspre-
chenden Funktionen der Quellen- und Kanaldecodierung und der Demodulation. Sender und
Empfinger sind tiber den Ubertragungskanal — oder kurz Kanal - verbunden.

Betrachten wir das System von ,innen“ heraus und beginnen mit dem Kanal: Der Kanal ist das
physikalische Ubertragungsmedium zwischen Sender und Empfinger. Dabei kann es sich z. B.
um eine terrestrische oder satellitengebundene Funkstrecke, ein Telefonkabel, einen Lichtwel-
lenleiter oder auch um ein Speichermedium wie die Compact Disc (CD) handeln. Der Kanal
déampft und verzerrt das vom Sender ausgehende Nutzsignal, und es iiberlagern sich Stérun-
gen in Form eines Rauschsignals. Das Verhiltnis der Leistung des Nutzsignals zur Leistung
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1
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Bild 1.2 Elemente eines Ubertragungssystems

des Rauschsignals am Empféngereingang bezeichnet man als Signal-Rausch-Verhiltnis. Eine
weitere wesentliche Eigenschaft des Kanals ist dessen Bandbreite, d. h. die Gro3e des fiir die
Ubertragung nutzbaren Frequenzbereichs. Bei einem digitalen Ubertragungssystem bestim-
men das Signal-Rausch-Verhiltnis und die Bandbreite die erzielbare Ubertragungsrate. Diese
wird meist in Bit pro Sekunde (bit/s) angegeben.

Der Block Modulation bildet die zu tibertragende Nachricht auf fiir den Kanal geeignete Signa-
le ab. Modulation und Demodulation kénnen auch Funktionen zur spektralen Formung des
gesendeten Signals bzw. zur Entzerrung des Signals im Empfanger, oder im Falle einer opti-
schen Ubertragung die elektrisch-optische Wandlung des Signals, beinhalten. Der Begriff Mo-
dem leitet sich aus der Zusammenfassung Modulation-Demodulation ab.

Wie die Begriffe Bandbreite, Frequenzbereich und spektrale Formung andeuten, spielen in der
Nachrichtentechnik sowohl der Zeit- als auch der Frequenzbereich eine wichtige Rolle. Bild 1.3
zeigt links ein Signal im Zeitbereich. Es handelt sich um ein Sinussignal, dem Rauschen iiber-
lagert ist. Bild 1.3 rechts zeigt das Spektrum dieses Signals. Das Spektrum zeigt die Verteilung
der Leistung oder der Amplitude tiber der Frequenz. Die Verbindung zwischen Zeit- und Fre-
quenzbereich stellt die Fourier-Transformation her.

Spektrum

Wm/\/\
VARVARVARN/

Bild 1.3 Ein Signal im Zeit- und im Frequenzbereich

Frequenz

Bei einem digitalen Ubertragungssystem ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ein wichtiges
Qualitétskriterium. Grundsétzlich kommt es durch das dem Nutzsignal {iberlagerte Rauschen
bei der Ubertragung zu Bitfehlern. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bit verfilscht wird, ist
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umso groller, je kleiner das Signal-Rausch-Verhaltnis ist. Bild 1.4 zeigt einen typischen Verlauf
der Bitfehlerwahrscheinlichkeit als Funktion des Signal-Rausch-Verhéltnisses.

Mithilfe der Kanalcodierung lassen sich nun Bitfehler, die durch Stérungen und auch durch
Verzerrungen im Ubertragungskanal verursacht werden, korrigieren. Dies geschieht, indem
sendeseitig eine Zusatzinformation in Form von Redundanzbits zu der zu tibertragenden In-
formation hinzugefiigt wird. Durch Auswertung der Redundanzinformation wird der Kanalde-
codierer des Empféngers in die Lage versetzt, Bitfehler korrigieren zu konnen. Bild 1.4 zeigt die
Verbesserung, die mit einer Kanalcodierung erzielt wird. Die Verbesserung driickt sich dadurch
aus, dass bei gleicher Bitfehlerwahrscheinlichkeit mit Kanalcodierung ein geringeres Signal-
Rausch-Verhiltnis erforderlich ist als bei uncodierter Ubertragung. Der steile Verlauf bei ei-
nem groflen Signal-Rausch-Verhiltnis ist typisch fiir digitale Ubertragungssysteme. Er weist
darauf hin, dass bei zunehmenden Stérungen die Bitfehlerwahrscheinlichkeit stark ansteigt
und die Ubertragungsqualitit schlagartig abnimmt. Wie man allerdings erkennt, schneiden
sich die Kurven fiir codierte und uncodierte Ubertragung. Links vom Schnittpunkt, also bei
einem sehr kleinen Signal-Rausch-Verhiltnis, ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei codierter
Ubertragung sogar gréRer als bei uncodierter Ubertragung. Dies ist auf die zusitzlich zu tiber-
tragende Redundanzinformation zuriickzufiihren.

Am Eingang unseres Ubertragungssystems in Bild 1.2 finden wir die Quellencodierung. Aufga-
be der Quellencodierung ist es, die zu iibertragende Nachricht mit einer moglichst geringen
Anzahl von Bits darzustellen. Dazu wird die in der Nachricht enthaltene redundante Informa-
tion minimiert. Die Trennung von Quellen- und Kanalcodierung geht auf die grundlegenden
Arbeiten zur Informationstheorie von Claude Shannon aus dem Jahr 1948 zuriick. Bekann-
te Quellencodierungsverfahren sind beispielsweise MPEG (Moving Picture Experts Group) fiir
Videosignale und AAC (Advanced Audio Coding) fiir Audiosignale.

M 1.2 Digitale und analoge Ubertragung

Bei der groRen Mehrzahl der heutigen Ubertragungssysteme handelt es sich um digitale Sys-
teme. Analoge Verfahren findet man im Bereich des Horfunks, aber auch z. B. in der Sensorik.
Eine Funktion, die sowohl in digitalen als auch in analogen Systemen zu finden ist, ist die Mo-
dulation eines Basisbandsignals auf einen sinusféormigen Tréger. Ein Basisbandsignal ist das
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Basisband

AM

Bild 1.5 Analoge Modulationsverfahren

Quellensignal in seiner urspriinglichen Lage bei niedrigen Frequenzen. Durch die Modulation
wird es zu hoheren Frequenzen hin verschoben. Die wichtigsten analogen Modulationsver-
fahren sind die Amplitudenmodulation (AM) und die Frequenzmodulation (FM). Bei der AM
dndert sich die Amplitude des Tragersignals in Abhdngigkeit vom Basisbandsignal, und bei der
FM édndert sich dessen Frequenz (Bild 1.5).

Bei den digitalen Modulationsverfahren repriasentiert das Basisbandsignal die zu {ibertra-
gende Bindrfolge (Bild 1.6). Bei der Amplitudenumtastung (Amplitude-Shift Keying, ASK)
andert sich die Amplitude in Abh&ngigkeit vom Basisbandsignal. Bei der Phasenumtastung
(Phase-Shift Keying, PSK) dndert sich entsprechend die Phase und bei der Frequenzumtastung
(Frequency-Shift Keying, FSK) die Frequenz.

Digitale Ubertragungssyste enthalten viele analoge Komponenten, und auch umgekehrt findet
sich bei analogen Systemen die digitale Signalverarbeitung. Der Ubergang von analogen zu di-
gitalen — oder genauer zeitdiskreten Signalen — erfolgt mithilfe eines Analog-Digital (A/D)- bzw.
Digital-Analog (D/A)-Wandlers. Bild 1.7 zeigt eine typische Aufteilung von digitaler und ana-
loger Signalverarbeitung in einem Ubertragungssystem. Ein analoges Quellensignal wird mit
einem A/D-Wandler digitalisiert. Anschliefend wird das modulierte Signal mithilfe der digi-
talen Signalverarbeitung erzeugt und in ein analoges Signal gewandelt. Auf den D/A-Wandler
folgen weitere analoge Komponenten, typischerweise ein Mischer, mit dem das Signal auf die
gewiinschte Frequenz umgesetzt wird, und ein Leistungsverstédrker. Der Empfianger besteht
aus einer entsprechenden Signalverarbeitungskette.

Die grundlegenden Funktionen der A/D-Wandlung sind die Abtastung und die Quantisierung
des analogen Signals (Bild 1.8). Durch die Abtastung des analogen Signals x(#) mit der Abtast-
rate f, erhalten wir das zeitdiskrete Signal x(n). Die Punkte in der Darstellung von x(n) markie-
ren die dquidistanten Abtastwerte im Abstand T4 = 1/ f4. Unter Quantisierung versteht man
die Abbildung der Amplitude der Abtastwerte auf eine endliche Anzahl von diskreten Werten.
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Basisband
0 1 1 0 1
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Bild 1.6 Digitale Modulationsverfahren
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Bild 1.7 Digitale und analoge Signalverarbeitung

In der Nachrichtentechnik haben wir es in der Regel mit einer Echtzeitverarbeitung der Daten
zu tun, bei der die Signalverarbeitung in einer fest begrenzten Zeit ausgefiihrt werden muss.
Wihrend man im Audiobereich mit Abtastraten von einigen 10 kHz arbeitet, findet man in di-
gitalen Ubertragungssystemen Abtastraten bis zu 100 MHz und dariiber hinaus. Beispielsweise
muss bei der Filterung eines Audiosignals, das mit 44,1 kHz abgetastet wurde (diese Abtastrate
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Quanti-
Abtaster sierung
x(t) — — — > J_,-l‘r — x(n)
Ja
x(?) x(n)
~ | A g t n

Bild 1.8 Ein zeitdiskretes Signal entsteht durch Abtastung eines analogen Signals

wird bei der Audio-CD verwendet), die digitale Filterfunktion alle 1/44,1 kHz = 22,67 us einen
neuen Ausgangswert berechnen. Bei einer Abtastung mit 100 MHz stehen dagegen nur 10 ns
fiir die Verarbeitung eines Abtastwertes zur Verfiigung.

B 1.3 Standardisierung

Standards sind in der Nachrichtentechnik von grof3er Bedeutung, da nur durch sie gewahrleis-
tet wird, dass Systeme verschiedener Hersteller miteinander kommunizieren konnen. Standar-
disierungsgremien erarbeiten offene Standards, die allen Herstellern zur Verfiigung stehen, um
konforme Produkte zu entwickeln. Die Standardisierung ist einerseits oft Voraussetzung, aber
andererseits keine Garantie fiir erfolgreiche Entwicklungen.

Das weltweit wichtigste Standardisierungsgremium ist die International Telecommunication
Union (ITU, www.itu.int). Die ITU ist eine Untergruppe der Vereinten Nationen und gliedert
sich in drei Sektoren:

- ITU-T (Telecommunication Standardization Sector)

- ITU-R (Radiocommunication Sector)

- ITU-D (Telecommunication Development Sector)

Die ITU-T ist aus der CCITT (Comité Consultatif International de Télégraphique et Télépho-
nique) und die ITU-R aus der CCIR (Comité Consultatif International des Radiocommunicati-
on) hervorgegangen. Die ITU-R reguliert die weltweite Nutzung von Radiofrequenzen, und die
ITU-D ist fiir Entwicklungsldnder zusténdig. Die fiir Telekommunikationsstandards zustan-
dige ITU-T erarbeitet international giiltige Empfehlungen (Recommendations). Diese sind in
durch Buchstaben gekennzeichnete Serien geordnet. Beispielsweise befasst sich die G-Serie
mit Ubertragungssystemen (Transmission systems and media, digital systems and networks).
Die International Organization for Standardization (ISO, www.iso.org) ist die Dachorgani-
sation der nationalen Normenausschiisse. Dies sind beispielsweise in Deutschland das DIN
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(Deutsches Institut fiir Normung) und in den USA das ANSI (American National Standards
Institute). Die ISO stimmt die von den einzelnen Liandern vorgeschlagenen Standards ab und
ist z. B. fiir die ISO-9000-Serie im Bereich des Qualititsmanagements bekannt. Im Bereich der
Telekommunikation ist insbesondere die OSI-Architektur der ISO von Bedeutung.

Das European Telecommunications Standards Institute (ETSI, www.etsi.org) wurde von der Eu-
ropdischen Gemeinschaft gegriindet und hat fiir die Normung im Bereich der Telekommuni-
kation in Europa grof3e Bedeutung. Ein {iberaus erfolgreicher ETSI-Standard im Mobilfunk ist
GSM (Global System for Mobile Communications).

Das Institute of Electrical and Electronic Engineers (IEEE, wwuw.ieee.org) erarbeitet Normen
auf dem Gebiet der Elektrotechnik und Informatik und ist insbesondere fiir die Standards der
IEEE-802-Reihe fiir lokale Rechnernetze bekannt.

Fiir den Bereich des Internets ist die Internet Engineering Taskforce (IETE wwuw.ietf-org) das
wichtigste Gremium, obwohl auch die ITU in den letzten Jahren hier verstérkt (in der Y-Serie)
tatig wurde. Die IETF wurde 1989 als Untergruppe des IAB (Internet Architecture Board) ge-
griindet und erarbeitet Standards fiir das Internet. Diese heilen RFCs (Request for Comments)
und sind frei verfiigbar.

B 1.4 Zum Inhalt dieses Buches

Kapitel 2 beschreibt Signale und deren Ubertragung iiber lineare, zeitinvariante Systeme. Die
hier behandelten Themen wie Impulsantwort und Faltung, Fourier-Transformation, Ubertra-
gungsfunktion und die Beschreibung von Zufallssignalen sind wichtige Grundlagen fiir die fol-
genden Kapitel.

Kapitel 3 und 4 befassen sich mit der Signalabtastung und Quantisierung als Grundlage der
Analog-Digital-Wandlung sowie der digitalen Signalverarbeitung. Das Abtasttheorem ist fiir
die Arbeit mit zeitdiskreten Signalen von fundamentaler Bedeutung. Wir gehen auch auf die
fiir die Nachrichtentechnik wichtige Abtastung von Bandpasssignalen ein, bei der durch eine
Unterabtastung die Abtastrate reduziert werden kann. Viele Verfahren der Nachrichtentechnik
gehen von zeitdiskreten Signalen aus. Bei der digitalen Signalverarbeitung konzentrieren wir
uns auf die aus Sicht der Nachrichtentechnik wichtigen Themen.

Kapitel 5 behandelt die digitale Nachrichteniibertragung im Basisband, und Kapitel 6 beschif-
tigt sich mit Modulationsverfahren. Auch bei der Verwendung eines Modulationsverfahrens
erfolgt die Signalverarbeitung weitgehend im Basisband, sodass die Konzepte von Kapitel 5
von grundlegender Bedeutung sind. Wir behandeln analoge und digitale Modulationsverfah-
ren und zuvor als gemeinsame Grundlage die Darstellung von Bandpasssignalen durch ihr
dquivalentes Tiefpasssignal.

Gegenstand von Kapitel 7 sind Kanalcodierungsverfahren und deren Decodierung, und in Ka-
pitel 8 gehen wir auf einige Aspekte von Kommunikationsnetzen ein, die {iber die Nachrich-
teniibertragung zwischen zwei Punkten hinausgehen.

Bei vielen Themen musste eine Auswahl getroffen werden. Am Ende jedes Kapitels finden sich
daher weiterfiihrende Hinweise mit Anmerkungen zu den Aspekten, die nicht behandelt wur-
den, und entsprechende Literaturhinweise. Im Anhang stehen niitzliche Formeln und Tabel-
len.
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Fiir die Vertiefung des Stoffes finden sich am Ende jedes Kapitels Ubungsaufgaben, die Losun-
gen dazu stehen im Anhang. Neben Aufgaben, die mit Papier und Bleistift bearbeitet werden
konnen, ist die Simulation von Ubertragungssystemen sehr hilfreich, um Zusammenhinge
verstdndlich zu machen oder um komplexere Systeme zu entwerfen. Als Simulationswerkzeu-
ge bieten sich MATLAB und (als kostenfreie Alternative) Scilab an.

Auf der Internetseite
http://www.hs-schmalkalden.de/nachrichtentechnik

zum Buch stehen daher MATLAB- und Scilab-Dateien zur Verfiigung, um ein einfaches Uber-
tragungssystem zu simulieren und die als Ausgangspunkt fiir eigene Simulationen dienen kén-
nen. Ebenso sind dort die Bilder aus dem Buch sowie interaktive Mathematica-Notebooks, u. a.
zu den Themen Faltung, Abtasttheorem und diskrete Fourier-Transformation, verfiigbar.



Signalubertragung

Ein Signal ist die physikalische Darstellung einer Nachricht z. B. in Form einer elektrischen
Spannung oder einer akustischen oder elektromagnetischen Welle. In diesem Kapitel gehen
wir der Frage nach, wie sich ein Signal bei der Ubertragung iiber ein System wie den Uber-
tragungskanal oder ein Filter verhilt. Sehr viele dieser Systeme gehoren zur Klasse der linea-
ren zeitinvarianten Systeme. Diese Systeme werden im Zeitbereich mithilfe der Impulsantwort
und im Frequenzbereich mithilfe der Ubertragungsfunktion beschrieben. Wichtige Werkzeuge
in diesem Zusammenhang sind die Faltung und die Fourier-Transformation.

Nachrichtentragende Signale sind Zufallssignale, im Gegensatz zu deterministischen Signalen
wie beispielsweise einem Sinussignal. Ein deterministisches Signal ist vollstindig bekannt, ei-
ne Ubertragung ist daher gar nicht notwendig! Die Beschreibung von Zufallssignalen mithilfe
der Korrelation und des Leistungsdichtespektrums bildet eine weitere Grundlage fiir die Ana-
lyse von Ubertragungssystemen.

B 2.1 Lineare zeitinvariante Systeme

Wir betrachten ein System mit einem Eingang und einem Ausgang. Das System reagiert auf ein
Eingangssignal x(#) mit dem Ausgangssignal y(t). Der funktionale Zusammenhang zwischen
Eingang und Ausgang wird durch y(¢) = F{x(t)} beschrieben (Bild 2.1).

©() —p|  System [ ()= Fix(0)}

Bild 2.1 Ein System

Ein System ist linear, wenn fiir eine Linearkombination von Eingangssignalen x; (¢) die Linear-
kombination der entsprechenden Ausgangssignale y;(t) = F {x;(#)} zu beobachten ist:

x(8) = arx1 (8) + apx2 (D) +...= Y a;x; (1)

2.1
YO =arFlxa (O} + axFix (O +... = ZaiF{xi(t)}

So ist ein System mit F{x(£)} = 2 x(¢) linear, wihrend ein System mit F{x(#)} = x?(¢) nichtlinear
istund GI. (2.1) nicht gilt. Ein System ist zeitinvariant, wenn dessen Eigenschaften unabhingig
von der Zeit sind. Fiir ein zeitverschobenes Eingangssignal x(¢— fp) ist dann das entsprechende
zeitverschobene Ausgangssignal zu beobachten:

Fix(t-t)} =y —1) 2.2)
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In diesem Fall spricht man von linearen zeitinvarianten Systemen oder kurz LTI-Systemen (Li-
near Time-Invariant, LTI). Beispiele fiir LTI-Systeme sind analoge und digitale Filter, ein In-
tegrator oder ein Verzogerungsglied. Viele reale Systeme verhalten sich bei Ansteuerung mit
Signalen kleiner Amplitude linear, wihrend bei Signalen groer Amplitude nichtlineare Effek-
te auftreten. Ein Beispiel fiir ein zeitvariantes System ist ein Funkkanal zu einem beweglichen
Empfanger, etwa einem Fullgénger, Rad- oder Autofahrer. Aufgrund der Bewegung des Emp-
fangers dndern sich die Eigenschaften des Kanals mit der Zeit, und Gl. (2.2) gilt nicht.

2.1.1 Impulsantwort und Faltung

Zur Beschreibung eines LTI-Systems im Zeitbereich dient die Impulsantwort h(¢). Die Im-
pulsantwort ist die Reaktion des Systems auf einen Dirac-Impuls §(#) am Eingang, d. h.
h(t) = F{5(1)}. Der Dirac! -Impuls ist eine verallgemeinerte Funktion, die durch

f5(t)dt=l, 6()=0 fur t#0 (2.3)

definiert ist. Umgangssprachlich kann man den Dirac-Impuls als einen unendlich schmalen
Impuls mit der Fliche 1 beschreiben, dessen Wert zum Zeitpunkt ¢ = 0 undefiniert ist. § (¢) hat
die Einheit 1/s. Der Impuls wird grafisch durch einen senkrechten Pfeil dargestellt. Messtech-
nisch kann der Dirac-Impuls durch einen schmalen Rechteckimpuls d(t) der Breite Ty, der
Hohe 1/Tj und der Flache 1 ndherungsweise realisiert werden (Bild 2.2).

o) @) 1T

—> «— 7,

[ t t

Bild 2.2 Dirac-Impuls und messtechnische Realisierung durch schmalen Rechteckimpuls

Ein beliebiges Signal x(#) kann durch eine Folge von Rechteckimpulsen approximiert werden,
siehe Bild 2.3. x(nTp) d(t — nTy) Tp ist ein Rechteckimpuls an der Stelle ¢ = nTy und der Hohe
x(nTp). Durch Aufsummieren der Rechteckimpulse erhilt man:

o0

x()~ Y. x(nTy)d(t—nTy) Tp (2.4)
n=—o00
Die Approximation wird offensichtlich umso besser, je schmaler die Rechteckimpulse sind.
Lasst man T, gegen null gehen, so geht der Rechteckimpuls in einen Dirac-Impuls und die
Summe in Gl. (2.4) in ein Integral {iber. Mit den Bezeichnungen Ty — d1 sowie nTy — 7 erhilt
man den Ausdruck:
o0
x(t) = f x(M)6(t—1)dr =x(8) * O (1) (2.5)

—00

1 Paul A. M. Dirac (1902-1984), britischer Physiker.
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x(1)
— x(nTo)
/
x(nTo) d(t—nTo) To
I I I t
o 2To nTo

Bild 2.3 Approximation eines Signals x(#) durch eine Folge von Rechteckimpulsen

Das Integral in Gl. (2.5) bezeichnet man als Faltungsintegral; der Operator "*"(lies: gefaltet mit)
ist eine abkiirzende Schreibweise dafiir. Wenden wir diese Beziehung auf ein LTI-System an, so
erhalten wir mit den Eigenschaften der Linearitét, Gl. (2.1), und der Zeitinvarianz, Gl. (2.2):

y(@®) =F{x(n)} = F{ f x(M)6(t-1) dr}

—00
(o)

f x(MF{6(t—-1)}dTt (Linearitét)

—00
[e )

j x(T)h(t—1)dt (Zeitinvarianz)

—00

Damit haben wir das folgende wichtige Ergebnis erhalten: Fiir ein beliebiges Eingangssignal
x(t) erhélt man das Ausgangssignal y(¢) eines LTI-Systems durch Faltung von x(#) mit der Im-
pulsantwort h(f):

oo

y(@) =x(2) * h(t) = f x(@h(t—1)dt (2.6)

—00o

Der Name Faltung (engl.: convolution) kommt daher, dass man h(—7) aus h(r) erhilt, indem
man k() an der y-Achse faltet oder spiegelt (siehe auch Beispiel 2.2). Wie bei der Multiplika-
tion gelten fiir die Faltung das Kommutativ-, Assoziativ- und das Distributivgesetz (fiir einen
Beweis siehe z. B. [22]):

x (1) * y(8) = y(r) * x(1)
[x(2) % y()] * 2(2) = x(2) * [y(2) * 2(1)] 2.7)
x(0) = [y(0) + 2(0)] = [x(0) * y(©)] + [x(1) * 2(2)]
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Aus der Definition Gl. (2.3) des Dirac-Impulses ergeben sich zwei hdufig verwendete Beziehun-
gen:

(o]

f x(HO(t—ty) dt = x(tp) (2.8)
x(B) *6(t—19) = x(t—19) 2.9)

Gl. (2.8) beschreibt die Siebeigenschaft des Dirac-Impulses, d. h., der Wert von x(#) an der
Stelle ¢ = ty wird herausgesiebt. § (¢ — o) ist auller bei ¢ = fy gleich null, daher ist ffzo x(Ho(t—
to)dt = x(tp) ffgo 6(t— to) dt = x(tp), denn die Flache des Dirac-Impulses ist 1. GeméaR Gl. (2.9)
ergibt die Faltung eines Signals mit dem an die Stelle ¢, verschobenen Dirac-Impuls das um f
verschobene Signal x(¢ — #;). Ein System mit der Impulsantwort h(t) = 6 (¢ — y) wirkt also als
Verzogerungsglied. Die Faltung in Gl. (2.9) wird berechnet, indem man das Faltungsintegral
x(O*0(t—ty) = ffgo x(1)6(t — 1 — tp) dt aufstellt. Hier ist 6 (t — T — tp) auller bei T = £ — 1, gleich
null und man erhélt — dhnlich der Uberlegung zu Gl. (2.8) - die Losung x(f — fp).

Die Sprungantwort g(t) eines Systems ist dessen Reaktion auf einen Einheitssprung u(¢) am
Eingang. Der Einheitssprung ist ein Signal, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 von 0 auf 1 springt (fiir
eine grafische Darstellung von u(?) siehe Bild 2.5 und Anhang 1). Die Impulsantwort ist die
Ableitung der Sprungantwort:

_ dg(t)

A(®) dt

(2.10)

Dies folgt aus

g(l‘)=u(t)*h(t)=fh(r)u(t—r)dr

@:fh(r)(iu(t—r)) dT:fh(1)6(t—1)dT:h(t)*é(t):h(t)
dt dt .

—0o0

unter Anwendung des Kommutativgesetzes aus Gl. (2.7) sowie der Beziehung du(t)/dt = 6(1).

Da ein Einheitssprung messtechnisch einfacher erzeugt werden kann als ein Dirac-Impuls,
wird die Impulsantwort oft iiber den Umweg der Sprungantwort bestimmt. Die folgenden bei-
den Beispiele sollen die Konzepte der Impulsantwort und der Faltung anhand eines einfachen,
aber wichtigen Systems, des RC-Tiefpasses, verdeutlichen.

Beispiel 2.1 Sprung- und Impulsantwort des RC-Tiefpasses

Bild 2.4 zeigt einen RC-Tiefpass mit dem Eingangssignal x(#) und dem Ausgangssignal
y(t). y(¢) ist auch die Spannung an der Kapazitédt C. Der Strom durch C ist gegeben
durch i(¢) = Cdy(t)/dt. Fir das Ausgangssignal erhdlt man eine Differenzialgleichung
erster Ordnung:

dy(1)

y(&)=x() —ur(®) =x(®) - Ri(r) = x(1) _RCT
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LTI-System
! i(t) R
T =1
— x() l ur(®) l o
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I ——E
Bild 2.4 Der RC-Tiefpass
Fiir x(¢) = u(t) = 1 und ¢ = 0 erhélt man als Losung die Sprungantwort (Bild 2.5)
y =gt =1-e"BC fiir r=0 2.11)

wovon man sich durch Einsetzen in die Differenzialgleichung leicht iberzeugen kann.
Die Impulsantwort (Bild 2.6) erhalten wir schlieflich durch Ableiten der Sprungant-

wort:

1
h(t)=—e "BC fiir r>0

RC
u(t)

(2.12)

g(®

1_

RC-Tiefpass

—

I t

Bild 2.5 Sprungantwort g(f) des RC-Tiefpasses als Reaktion auf den Einheitssprung u(t)

5(t)

h(2)

—

RC-Tiefpass

1/RC
—

t

T t

Bild 2.6 Impulsantwort h(t) des RC-Tiefpasses als Reaktion auf den Einheitssprung &(¢)

Wenn die Impulsantwort eines Systems bekannt ist, kénnen wir mithilfe von Gl. (2.6) die Reak-
tion des Systems auf beliebige deterministische Eingangssignale bestimmen. Als Beispiel dazu
wollen wir die Reaktion des RC-Tiefpasses auf einen Rechteckimpuls am Eingang berechnen.
Der Rechteckimpuls ist ein Signal, das uns noch oft begegnen wird und daher ein eigenes Sym-
bol verdient. Wir verwenden rect(¢), die Definition lautet:

. 1
1 fiir lt=3

0 fur |f]>3

rect(t) = {

(2.13)
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rect(r) |1 4 rect (f —fo)
4 0
—> ! —> < To
t 1 * t
-1/2 1/2 to

Bild 2.7 Der Rechteckimpuls

(Bild 2.7 links). Die Flanken des Impulses liegen bei ¢t = +1/2. Entsprechend beschreibt
Arect((t—ty)/Tp) einen um #y nach rechts verschobenen Rechteckimpuls der Amplitude A
und der Breite Ty (Bild 2.7 rechts). Um die Position der Flanken dieses Impulses zu bestim-
men, setzen wir (¢ — #p)/ Tp = £1/2. Daraus folgt, dass die Flanken bei ¢ = #y + Ty/2 liegen.

Beispiel 2.2 Reaktion des RC-Tiefpasses auf einen Rechteckimpuls

Am Eingang des Tiefpasses aus Bild 2.4 liege nun das Signal x(#) =rect(t/ Ty —1/2). Dies
ist ein Rechteckimpuls der Amplitude 1 und der Breite Ty, der bei ¢ = 0 beginnt. Fiir das
Ausgangssignal gilt Gl. (2.6). Dabei ist 7 die Integrationsvariable, wihrend ¢ beziiglich
der Integration ein konstanter Parameter ist. 1(—7) erhélt man durch Faltung von h(7)
um die y-Achse, und h(t — 1) ist zusédtzlich um ¢ verschoben. ¢ > 0 bewirkt eine Ver-
schiebung nach rechts, ¢ < 0 nach links. Das Ausgangssignal zum Zeitpunkt ¢, y (), ist
gleich der Flache unter x(7) - k(¢ — 1), siehe Bild 2.8. Zur Berechnung von y(t) miissen
drei Falle unterschieden werden:

1. Fall: ¢ < 0. Fur Verschiebungen ¢ < 0 tiberlappen sich x(7) und h(¢ — 7) nicht, d. h.,
das Produkt x(7) h(t — 1) ist null fiir alle 7, und es ist y(¢) = 0.

2. Fall: 0 < ¢ < Ty. Fiir Verschiebungen im Bereich 0 < ¢ < Tj {iberlappen sich x(zr) und
h(t—1) im Intervall 0 < 7 < ¢. In diesem Intervall ist x(7) = 1, und fiir y () folgt:

t

y(t) = f % e~ (t=DIRC g _ % [Rcef(tfr)/RC](t) —1_e lIRC
0

3. Fall: ¢ > Ty. Fiir Verschiebungen ¢ > Tj tiberlappen sich x(z) und h(¢ —7) im Intervall
0 < 7 < Ty, und wir erhalten entsprechend:

To

¥ =f 1 o~t-nIRC 4 _ (1= ¢~ To/RC) g~ (= Tu) RC
RC
0

Der gesamte Verlauf von y(¢) ist in Bild 2.9 wiedergegeben.
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t>0

Fléache = y(t;) Fléache = y(1,)

.
4/

t To To ©

(e
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t>T)

/

Bild 2.8 Faltung eines Rechteckimpulses der Breite T, mit der Impulsantwort des RC-
Tiefpasses

¥

1 — exp(—To/RC)

; Bild 2.9 Ausgangssignal
y(t) des RC-Tiefpasses

2.1.2 Fourier-Transformation

Die Fourier?-Transformation dient der Beschreibung von Signalen und Systemen im Fre-
quenzbereich. Die Beschreibungen im Zeit- und Frequenzbereich sind dabei gleichwertig; die
Fourier-Transformation bietet aber eine neue Perspektive und damit neue Einsichten. Auch
ist je nach Fragestellung die Losung eines Problems in einem der Bereiche hiaufig wesentlich
einfacher. Die Fourier-Transformierte eines Signals x(¢#) nennt man dessen Fourier-Spektrum
S(f), definiert als:

oo

S(f)=ZF {x(} = f x(t) e 12t gy (2.14)

—00

2 Jean B.]J. Fourier (1768-1830), franzosischer Mathematiker und Physiker.
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Re Bild 2.10 Betrag und Phase einer
| Re{z} =a komplexen GréBe

Umgekehrt erhélt man x(¢) durch Fourier-Riicktransformation von S(f):

x(0)=F s} = f S(f) el taf (2.15)

S(f) = F {x()} und x(1) = F~1{S(f)} sind symbolische Schreibweisen, oft werden dafiir auch
die Symbole S(f) *—° x(f) und x(#) o S(f) verwendet. S(f) gibt die Verteilung der Amplitu-
de iiber der Frequenz an und wird daher auch als Fourier-Spektrum oder Amplitudendichte-
spektrum bezeichnet. Hat das Signal beispielsweise die Dimension einer Spannung, so hat die
Fourier-Transformierte die Dimension Vs oder V/Hz. Oft wird auch w = 27 f anstelle von f als
Integrationsvariable verwendet. Mit dw/d f = 2 erhélt man dann:

S(w):fx(t)e_jmdt' x(t)zifs(a))ej“dw

—00

Die Fourier-Transformierte ist im Allgemeinen eine komplexe Funktion. Aufspalten in Real-
und Imaginarteil liefert:

S(f) =Re{S(N} + jIm{S()} (2.16)

Eine komplexe Groe z = a + jb wird grafisch als Zeiger in der komplexen Ebene dargestellt
(Bild 2.10). Auf der x-Achse wird der Realteil und auf der y-Achse der Imaginirteil aufgetragen.
Die Lange des Zeigers ist der Betrag |z|, und der mit der x-Achse gebildete Winkel ist die Phase
¢ von z. Fiir den Real- und den Imaginirteil gilt a = |z|cos¢ bzw. b = |z|sin¢, und es ist z =
|z (cos<p +7j sin(p) = |z| e/®. Letzteres geht auf die eulersche® Beziehung exp(+j0) = cosf +
jsin@ zuriick. Fur S(f) erhélt man damit:

S(f) = IS(f)| e/

IS(f)l = \/ReZ{S(f)} +Im*{S(f)} 2.17)
~ ~ Im{S(f} . -
@(f) = arg(S(f)) = arctan Re{s(N fiir Re{S(f)}=0

Bevor wir uns mit den Eigenschaften der Fourier-Transformation niher beschiftigen, wollen
wir zunéchst die Transformierte des Rechteckimpulses mithilfe von Gl. (2.14) bestimmen.

3 Leonhard Euler (1707-1783), schweizer Mathematiker und Physiker.
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Beispiel 2.3 Fourier-Transformierte des Rechteckimpulses

Der Rechteckimpuls x(#) = Arect(¢/T) hat die Amplitude A im Intervall -T/2 < t <
T/2 und ist gleich null auBerhalb dieses Intervalls (siehe Bild 2.11 links). Die Fourier-
Transformierte berechnet sich zu:

T/2 . .
S(f) = f Ae—jZﬂffdt:AM (2.18)
/ ~jenf
-T/2

Ersetzt man die beiden Exponentialfunktionen im Zahler von Gl. (2.18) durch die eu-
lersche Beziehung exp(+j0) = cos6 + jsin, so vereinfacht sich der Ausdruck zu:

sin(m fT)
nf

In Gl (2.19) wird die si-Funktion si(x) = sin(x)/x eingefiihrt*. Durch Anwendung der

Regel von 1'Hospital® erhilt man den Grenzwert fiir x = 0 zu si(0) = 1. Rechts dieses

Wertes besteht die Funktion aus einer mit 1/x abklingenden Sinusschwingung. Fiir ne-
gative x-Werte verlduft die Funktion spiegelsymmetrisch zur y-Achse (Bild 2.11 rechts).

x(9) S()

S(fi=A =ATsi(nfT) (2.19)

-T2 72 -4 -3 -2

Bild 2.11 Der Rechteckimpuls und dessen Fourier-Transformierte

Wichtige Eigenschaften und Theoreme der Fourier-Transformation und die Transformier-
ten der (in der Nachrichtentechnik) bedeutendsten Signale sind in Anhang 2 zu finden. Die
Fourier-Transformation ist eine lineare Transformation, d. h., es gilt:

x(t) = ay x1(1) + az x> (1)

S =F{a1x1(0) + azx2(1)} = a1 F {x1 (D)} + @ F {x2(1)}

Dies folgt direkt aus dem Einsetzen von x(#) in das Fourier-Integral. Die Summanden kénnen
separat integriert werden, und die konstanten Faktoren a; und a, kénnen vor die Integrale
gezogen werden. Die Transformierte des Dirac-Impulses ergibt sich zu:

Fo()}= f setdr= et =1

In der englischsprachigen Literatur wird meist die verwandte Funktion sinc(x) = sin(wx)/mx verwendet. Es ist
sinc(x) = si(mwx).
5 Guillaume E A. I'Hospital (1661-1704.), franzdsischer Mathematiker
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Betrachten wir umgekehrt einen Dirac-Impuls im Frequenzbereich, so lautet die Riicktrans-
formierte:

=1
f=0

[e.e]
g—l {6(f)} — f 5(f) ej2nftdf: ejant

—00
Ein Dirac-Impuls im Zeitbereich hat also ein konstantes, von der Frequenz unabhéngiges
Fourier-Spektrum, wihrend ein Dirac-Impuls im Frequenzbereich einer Konstanten bzw. ei-
nem Gleichanteil im Zeitbereich entspricht. Der Ahnlichkeitssatz gibt den Zusammenhang
zwischen der Transformierten von x(¢) und dem gedehnten Signal x(at) an. Mit der Substitu-

tion A = atist:

F{x(at)} = 1 f x() e 2mfAla gy = is(f)
Icll_oo lal \a

Der Verschiebungssatz gibt den Zusammenhang zwischen der Transformierten von x(¢) und
dem verschobenen Signal x(f — ) an. Mit A = ¢ — £y ist:

(o9 [e 0]
Fix(t—to)} = f x(A) e 2 AH0) g = gmi2mf o f x(V) e A g = §(f) e im0
—o0 —00

Auf ganz dhnliche Weise erhélt man den Zusammenhang bei einer Verschiebung im Frequenz-
bereich:

FHS(f - fo)} = x(1) /270!

Beispiel 2.4 Fourier-Transformierte von ad(t — t)

Die Fourier-Transformierte des mit dem Faktor a gewichteten und an die Stelle #, ver-
schobenen Dirac-Impulses lautet:

Flabd(t—-ty)} = ae J2mfho (2.20)

Dies ist ein Ergebnis, auf das wir noch héufig zuriickgreifen werden. n

Periodische Signale kdnnen nicht mithilfe von Gl. (2.14) transformiert werden, da das Fourier-
Integral fiir diese Signale nicht existiert®. Dies hingt damit zusammen, dass sich fiir solche Si-
gnale die Amplitudendichte auf unendlich schmale Bereiche A f — 0 konzentriert. Fiihrt man
jedoch den Dirac-Impuls (f) (mit der Einheit 1/Hz) zur Beschreibung solcher Spektren ein,
so lassen sich auch fiir viele periodische Signale deren Fourier-Transformierte angeben.

Beispiel 2.5 Fourier-Transformierte des Kosinus- und des Sinussignals

Wir stellen das Kosinussignal x(#) = A cos(27 fy#) mit der Amplitude A und der Fre-
quenz fy mithilfe der eulerschen Beziehung exp(+j0) = cos@ + jsin@ durch die Expo-
nentialfunktion dar:

Af .
Acos@rfyt) = 2 (eJZHfot yeim fot)

6 Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Fourier-Integrals ist die abolute Integrierbarkeit des Signals,

d.h., esmuss [ |x(£)|d < co gelten.
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Mithilfe des Satzes fiir die Verschiebung im Frequenzbereich erhalten wir fiir die
Fourier-Tranformierte der beiden Exponentialfunktionen 6 (f — fo) und 6 (f + fo). Damit
lautet die Fourier-Tranformierte der Kosinusfunktion:

A
F{Acosufyn)} = 5 (6(f-fo)+6(f+f0) (2.21)

Das Fourier-Spektrum des Kosinussignals ist reell und gerade und besteht aus zwei
Dirac-Impulsen bei f = fy und f = —fp (Bild 2.12 links). Entsprechend schreiben wir
fiir die Sinusfunktion x(f) = A sin(2x fot)

A .
Asin@r fot) =—j E (eﬂnfot _ e—]2nf0t)
und erhalten fiir deren Fourier-Transformierte:
. LA
FiAsin@ufon)} =~ (0= fo) =0(f + fo) (2.22)

Das Fourier-Spektrum des Sinussignals ist imagindr und ungerade (Bild 2.12 rechts).
Der Betrag der beiden Fourier-Spektren ist aber gleich (Bild 2.12 unten).
Kosinus: Sinus:
Re{S(/)} Im{S(/)}
A2 A2 A2

bt b

S f
—fo fo —fo ‘
—A/2
ISUOI N2l
A2 A/2 A/2 A/2
S
—fo fo —fo Jo

Bild 2.12 Fourier-Transformierte des Kosinus- und des Sinussignals
[ |

Wie man am letzten Beispiel erkennt, besitzen periodische Signale Linienspektren, d. h., im
Spektrum tauchen schmale Linien bei einzelnen Frequenzen auf, die mathematisch durch
Dirac-Impulse beschrieben werden. Nichtperiodische Signale wie der Rechteckimpuls in Bei-
spiel 2.3 sind dagegen durch kontinuierliche Spektren gekennzeichnet. Auch die negativen
Frequenzen, die in den Spektren auftauchen, erscheinen zunéchst sonderbar. Sie sind eine
mathematische Konsequenz der Definition der Fourier-Transformation geméR den Gln. (2.14)
und (2.15). In den Beispielen 2.3 und 2.4 sind sie erforderlich, um reelle Signale im Zeitbereich
zu erhalten. Auch das Abtasttheorem (Abschnitt 3.1) wird nur verstdndlich, wenn die spektra-
len Anteile bei negativen Frequenzen einbezogen werden.



