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Vorwort

Fast alle Apparate und Anlagen der chemischen Technologie sind durchstromt
oder erzeugen selbst Stromungen. Dabei zeigen die zu verarbeitenden Medien im
Fall einer Fluissigkeitsstromung oft ein nichtnewtonsches Verhalten. Insbesonde-
re durch viskoelastische Eigenschaften werden Stromungsanomalien erzeugt, die
den Produktionsablauf entscheidend stéren kénnen. Auch das im Allgemeinen
nichtlineare Stoffverhalten der beschreibenden Parameter hat beispielsweise bei
der mathematischen Losung der Bilanzgleichungen zu einer hohen Komplexizitit
beigetragen. Hinzu kommt, dass rheologische Substanzen oft ein Erinnerungs-
vermogen an Belastungs- und Stromungszustinde der Vergangenheit entwickeln.
Dies hat zu einer allgemeinen Forschungstitigkeit auf dem Feld der theoretischen
Rheologie gefiihrt. In diesem Buch wird — nach einer kurzen Zusammenfassung
der theoretischen Grundlagen — die ,Technische Rheologie“ in Fragen und Ant-
worten abgehandelt, wobei das Ziel ist, eine praxisnahe und anschauliche Darstel-
lung tiber das Stoffverhalten zu geben. An Hand ausgewihlter Beispiele soll der
Lehrstoff verdeutlicht werden. Dabei wird ausgiebig Wert auf die mathematische
Behandlung von Anwendungsproblemen gelegt. Schliellich muss der Ingenieur
vor Ort rheologische Probleme nicht nur qualitativ beurteilen, sondern Apparate
und Anlagen mit rheologisch komplexen Fluiden auslegen und optimieren kon-
nen. Das Buch versucht die Kenntnisse hierzu zu vermitteln. Die Beispiele sind
auf dem Niveau von Klausuraufgaben. Sie eignen sich darum auch zur Examens-
vorbereitung fiir Studierende an Technischen Universititen und Fachhochschulen,
insbesondere der Kunststoffverarbeitung, der Verfahrenstechnik und des Chemie-
ingenieurwesens.

Aachen, 2013 R. Worthoff
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1
Theoretische Grundlagen

Die Eigenschaften mechanischer Kontinua werden klassisch fiir Festkoérper durch
die hookesche Festigkeitshypothese 7 = E¢ oder fiir die Fluidreibung durch den
newtonschen Ansatz v = #y beschrieben. Hierin ist 7 die Schubspannung, die
durch eine duRere Kraft F auf eine belastete Fliche A des Kontinuums entsteht, E
das Elastizititsmodul und # die dynamische Viskositit. ¢ ist die Dehnung und y
der Schergradient; mit ¢ = Al/l (wobei Al die Lingeninderung auf Grund der
Belastung und ! die unbelastete Ursprungslinge ist) und y = Z—g (wobei dv die Ge-
schwindigkeitsinderung entlang der zu v senkrechten Koordinatenrichtung 7 ist).
Das Versagen dieser Gesetze gegeniiber den komplexen Medien der modernen
Stoffchemie ergab den Anstofs der Entwicklung der Physik der nichthookeschen
Korper bzw. der nichtnewtonschen Fluide. Das letztere Wissensgebiet wird heute
allgemein mit Rheologie (FlieRkunde) bezeichnet. Im Folgenden soll die Rheolo-
gie auf stofflich homogene unpolare Kontinua beschrinkt bleiben, bei denen keine
physikalische Anderung oder chemische Umsetzung erfolgt. Homogene Kontinua
sind solche, die mathematisch durch stetig differenzierbare Funktionen beschrie-
ben werden kénnen. Fiir ein fluides Kontiuum kann mit v(¥, t) ein zeitabhingiges
Geschwindigkeitsfeld definiert werden [1]. Als Losung der Differenzialgleichung

== = 5%, 1) (1.1)

mit der Anfangsbedlngung %(t) = X ergeben sich die Bahnkurven (Teilchenbah-
nen) ¥ = %(X, t) der materiellen Punkte X, die durch ihre Koordinaten zur Zeit
t = ty gekennzeichnet sind. Die materielle Geschwindigkeit (Teilchengeschwin-
digkeit) ist durch

- D[%(X, )]

v(X,t) = T'i:const (1.2)
und die materielle Beschleunigung (Teilchenbeschleunigung) durch

3 D[3(X, 1)]

GX 1) = =12 ons (1.3)

Technische Rheologie, 1. Auflage. Riidiger Worthoff.
© 2013 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2013 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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1 Theoretische Grundlagen

gegeben. - ist die substanzielle Zeitableitung. Sie ist fiir eine Funktion fin einem
Geschwindigkeitsfeld ¥ mit den Vektorkomponenten v; definiert zu

Df _of

Dt~ ot +v-Vf (1.4)

mit dem Operator V = ¢’ Bixi; ¢’ sind Einheitsvektoren. AuRerdem soll hier und im
Folgenden die einsteinsche Summenkonvention gelten. Das heifét, tritt in einem
Produkt ein und derselbe Index zweimal auf, so ist iiber diesen von 1 bis n zu
summieren (im Weiteren ist n immer n = 3). Hochgestellte Indizes bei é' sind
keine Exponenten, sondern sollen zeigen, dass die Darstellung auch fur allgemeine
Koordinaten, z. B. hyperbolische, gilt. Betrachtet man nun die Relativbewegung
zweier benachbarter Punkte mit dem Abstand dx = é'dx;, dann ist als Maf? fiir die

Deformationsgeschwindigkeit die materielle Zeitableitung dx) anzusehen. Sie
ergibt sich in Komponentenschreibweise zu
D(d%) _ ;i v
=¢' —dx; 1.5
Dt e (1-3)
Es gilt
D(dx D(dx
dx - Vi = (2x) und ViTdx = (2x) (1.6)
Dt Dt

VT ist der zu V¥ transponierte Tensor. Vi und V47 sind iiber die Beziehung
Vi-Vil =1

miteinander verkniipft mit I als Einheitstensor. Fiir eine Deformation eines Fluids
kann die Vektorrichtung von dx nicht relevant sein, so dass es sinnvoll ist den
Betrag von d X oder gleichwertig das Quadrat (dX)? = d% - dX zu betrachten. Dann
gilt

%[(d%)z] =2d% =dx-2D-dx . (1.7)

D ist also ein Tensormafl fiir die Geschwindigkeit, mit der das Abstandsquadrat
(d%)? deformiert wird. Man nennt D darum Deformationsgeschwindigkeitstensor.
Unter Beachtung von Gln. (1.6) und (1.7) gilt fiir D dann

1
D= _(Vi+ Vi) . (1.8)

Die Bedeutung von D wird auch verstindlich, wenn man fiir die Aussage D = 0
das Gleichungssystem

Dix =0 (1.9)
betrachtet. Als eindeutige Lésung findet man

-

V= o x dXg + Vo



1 Theoretische Grundlagen

mit @y als Rotationsgeschwindigkeitsvektor. Der erste Term beschreibt eine starre
Drehung, der zweite eine reine Translation. Fiir diesen Fall ist das Medium rheo-
logisch also nicht belastet. Insofern ist die Aussage, dass hier der Deformationsge-
schwindigkeitstensor identisch gleich null ist, obwohl das Medium in Bewegung
ist, plausibel [6].

Es ist eine Besonderheit komplexer Fluide, dass der momentane Spannungszu-
stand im Medium nicht nur von der augenblicklichen Bewegung abhingt, sondern
auch von seiner Bewegungsgeschichte é(f{ , t). Diese Funktion beschreibt fiir ein
Teilchen X den kinematischen Ablauf in der Vergangenheit mit der Randbedin-
gung E=x%firt=r. Inder einschligigen Literatur sind noch folgende Defor-
mationsmafle tiblich

e der relative Deformationstensor F , = vé;
e der relative Cauchy-Green-Tensor C, = V& - VET.

Die Aufteilung von F ; nach Cauchy entsprechend
ER =R-U=V-R

definiert aus F ; den rechten und linken Strecktensor U und V, wobei R ein or-
thogonaler Tensor mit den Eigenschaften

R-R"=-R".R=1 und detR=1

ist. U bzw. V sind die rheologisch relevanten Deformationsmafe.” Weiterhin ist
schlieRlich noch die Deformationsgeschichte G () von Bedeutung

G(t)=Cp—1. (1.10)

Anstatt der zitierten Deformationsmafie sind gleichwertig auch abgewandelte Ma-
e zu verwenden. Bei hieraus abgeleiteten Approximationsbeziehungen kénnen
allerdings unterschiedliche rheologische Eigenschaften erhalten werden. Die Ein-
schrinkung einer allgemeinen rheologischen Zustandsgleichung auf Materialien,
die der Isomorphie, Isothermie und Beanspruchungsfestigkeit gentigen, fithrt auf
die Form [1]

I:jjoo[ﬂ;z(f)] : (1.11)

S}
Il

die fiir inkompressible Fluide noch zu

IQ
Il

al+ F_[G(r)] (112

konkretisiert werden kann mit a als rheologisch unbestimmten isotropen Anteil
des Spannungstensors o. Das Funktional F muss die Forderung nach materieller
Objetivitat erfiillen. Entwickelt man G (7) in eine Taylorreihe, ergibt sich

D[G —t)2 DG
6ir)= 60 +(r= =25y + 20

le=¢ +...  (L1.13)

1) Neben U und V sind auch deren Quadrate U? = B und V? = C gebriuchlich.

5
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D"[G (1)
(Do)"

Die Ableitungen |s=: lassen sich durch die korotationale zeitliche Ableitun-

n

(n)
gen des Deformationsgeschwindigkeitstensors %t? = D ausdriicken [6] mit

D D'D | w b*'b DD W 1.14
= Dtn  — rl atn—1 —’ (1.14)

wobei W = 1(Vi — V¥7) ist. Konvergiert die Reihe, so gilt die Approximation

o oo (n)

o=al+ f(D,D,D...D) (L.15)

bzw. in Entwicklungsschreibweise

o [e] [e] [e]e)
g=al+a;D+a;D*+a3D+ayD’+as(D-D+D-D)+asD+... (1.16)

Die a;-Groflen stellen rein rheologische Materialparameter dar. Gleichung (1.16)
eignet sich besonders zur Beschreibung stationirer Prozesse. Zur Interpretation
von Relaxationserscheinungen empfiehlt sich dagegen eine Integralentwicklung
der Gl. (1.17), die tiber skalare Relaxationsfunktionen «; den Spannungstensor auf
die Deformationsgeschichte zuriickfithrt [12]

o=al+ / ki(t—1)G(t — 1)dT

—0o0

+_/ _/ Kz[(t — 'L']), (t — 'L'z)]g(t — 'L'l) Q(t — Tz)d'[ldl'z +...

(1.17)

Wihrend die Ordnung der Entwicklung von Gl. (1.16) am Betrag der kinemati-
schen Beanspruchung des Mediums gemessen wird, wird die Ordnung der Ent-
wicklung von Gl. (1.17) durch die Norm der Deformationsgeschichte bestimmt.
Die Norm entscheidet dartiber, welcher Abschnitt dz; in der Vergangenheit fiir
den aktuellen Spannungszustand des Mediums am prignantesten war. Solange
sich ein materielles Teilchen nur translatorisch und rotatorisch mit seiner Umge-
bung mitbewegt, ist es — wie erwahnt — rheologisch nicht beansprucht. Darum ist
hier die korotationale Zeitableitung %, die als natiirliches Bezugssystem den mit
einem Teilchen mitbewegten Rahmen verwendet, relevant.

Bei den Gleichungen (1.16) und (1.17) handelt es sich um sogenannte Zustands-
funktionen. Sie spiegeln die Materialeigenschaften der Fluide wider. Zur Schlie-
Rung der Bestimmungsgleichungen (Massen-, Impuls- und Energiebilanzen) sind
sie neben den Randbedingungen zwingend erforderlich. Sie verkniipfen nicht nur
den momentanen Deformationszustand mit dem Spannungszustand, sondern
stellen zusitzlich auch dessen Abhingigkeit von den Anderungsgeschwindigkei-
ten des Deformationszustandes her. Dies soll insbesondere der Tatsache Rechnung



